1. SISTEME ALGEBRICE
Multimi si submultimi. Operatii cu multimi.
Vectori. Corespondente si functii. Relatii.
Modele si sisteme algebrice

1.1. PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine elementele multmii {{5,6,7}.,8, @}?

Rezolvare: A este o multime care are trei elemente. Primul
element este multimea {5,6,7}, al doilea este numarul intreg 8, iar
al treilea este multimea vida.

2. Sa se determine prin enumerare multimea A={xeZ | (x-
3)(x*-1)=0 si x>0}.

Rezolvare: A este multimea valorilor intregi pozitive a
radacinilor ecuatiei (x-3)(x>-1)=0. Prin urmare A={1,3}.

3. Sa se propuna o procedurd generatoare pentru mulfimea
A={1,2,4,8,16,32,64,...}.

Rezolvare:

a) x1=1, xp=2.

b) xi.1=2', i=1,2,3.4,...

4. Care dintre relatiile de mai jos sunt adevarate?

AT e, b cT; c)de{T}; d)IT c{T}.

Rezolvare:

a) fals, deoarece multimea vida prin definitiec nu contine
elemente;

b) adevarat, deoarece multimea vida este submultime a oricarei
multimi, inclusiv si a multimii vide;

¢) adevarat, deoarece multimea data { &} contine un element - &;

d) adevarat, deoarece mulfimea vida este submultime a oricarei
multimi, inclusiv si a multimii { J}.

5. Fie multimea B={0,1}. Sa se determine elementele lui

p(p(B)).



Rezolvare: Multimea p(B) care contine toate submultimile
multimii B (inclusiv multimea vida si B) se numeste booleanul lui
B. Numarul elementelor unei multimi finite se numeste cardinalul
acestei multimi.

p(B)={<,{0},{1},{0,1}}.

p(p(B)={, {D}, {{0}}, {{1}}, {{0,1}}, {Q, {0}}, {I,
{13}, {4, {013}, {{0}, {1}}, {{0}, {0,1}}, {{1}, {0.1}}, {OD,
{0}, {13}, {<, {0}, {0,1}}, {<, {1}, {O,1}}, {{0}, {1}, {O.1}},
{<, {0}, {1}, {0,1}}}.

Multimea B este finitd si are cardinalul |B|=2. Booleanul
multimii B are cardinalul |p(B)[=2=4.

Multimea p(B) este finita si are cardinalul |p(B)|=4. Booleanul
multimii p(p(B)) are cardinalul |p(p(B))|=2"=16.

6. Sa se determine cardinalul multimii A={(X,y) eNxN]
X+3y=2001}.

Rezolvare: Scriem 3y=2001-x = y:667-§ = x=3k = y=667-

k, unde 0 <k < 667. Deci cardinalul multimii date | A |=668.

7. Notatia m|n, unde m, neZ inseamna ca m este divizorul lui
n. Sa se determine multimea ANB, dacd: A={xeN | 12|x} si
B={xeN | 8|x}.

Rezolvare: Multimea A este alcatuita din numere naturale ce se
impart la 12, A={12, 24, 36, 48, ....}, iar multimea B este alcatuita
din numere naturale ce se impart la 8, B={8, 16, 24, 32, ...}.

Intersectia a doua mulfimi A si B se numeste mulfimea ANB,
care contine toate elementele comune ale acestor doua mulgimi.

Atunci AmB={24k | keN}.

8. Fie AeR si BeR, A=(-1, 2] si B=[1, 4). Sa se determine
multimile AUB, AnB, A\B, B\A.

Rezolvare:

Reuniunea a doua multimi A si B se numeste multimea
AUB={x | xeA sau xeB}.



Diferenta a doud multimi A si B se numeste multimea
A\B={x | xeA si x¢B}.

AUB=(-1, 4), AnB=[1, 2], A\B=(-1, 1), B\A=(2, 4).

9. Pentru o familie de multimi A,, neN sa se determine U A,

neN

) 11 1
st NA,, Anz{l,z,é,...,—}.

neN n

Rezolvare: UAn:{XER|X=E,nEN}, NA ={L}
n

neN neN

10. Fie U=[0,1] o multime universala. Sa se determine
complementara urmatoarei multimi: A={0,1}

Rezolvare: Complementara multimii A in U (U-multimea
universald) se numeste mulfimea CuA=z\={X | xeU si xgA}.
Prinurmare: C,A= A =(0,1).

11. Sa se determine multimile nevide, care indeplinesc
simultan conditiile:

AUBUC={1,2,3,4,5}
ANC={4}
C\A={1,2,3}
B\A={1}
3¢AUB
BAC={5,2,3}
Rezolvare:  A={12345 = A={45}
B={2345 = B ={L4,5}
C={2343 = C={234}

12. Sa se determine multimile nevide, care indeplinesc
simultan conditiile:

Ax{1,2,4}1c{1, 2, 3,5}xB;
{1, 2, 3}xBcAx{1, 2,4, 5};
(5, 3)¢ AxB;

(1, 5)eAxB;

AAB={3, 4,5}
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Rezolvare: MxNcA xB = McA si NcB.

1.Ac{1,2,3,5}, {1, 2,4}cB;

2.{1,2,3}cA, Bc{l,2,4,5};

A={23453 = A={1,23};
B={2345 = B={1,24,5}.

13. Sunt date multimile E, F si G. Sa se determine daca

multimile A si B sunt egale.
A=Ex(FUG) B=(ExF)U(ExG)

Rezolvare:

Ex(FUG)={(xy) | xeE, yeFUG}={(xy) | XeE, yeF sau yeG};

(ExF)={(x,y) | xeE, yeF};

(ExG)={(xy) | xeE, yeG};

(ExF)U(ExG)={(x,y) | xeE, yeF, yeG}.

Observam ca AcB si BCA. De aici reese ca A=B.

14. Sa se demonstreze echivalenta: ((S UT)-R)=((S-R)U(T-R)).

Demonstratie: Pentru a demonstra echivalenta a doua expresii
E si F, trebuie sa:

a) ludm un element arbitrar X din E si s4 demonstram ca el
apartine si lui F,

b) ludam un element arbitrar y din F si sa demonstram ca el
apartine si lui E.

a) Incepem cu presupunerea ca X apartine expresiei din stanga.
Succesiunea etapelor este aratata in tabelul 1.1.

Tabelul 1.1
Nr. Etapa Justificarea
1 |xestedin ((SUT)-R) |dat
2 |xe (SuT) definitia operatiei “-” si (1)
3 [xe¢R definitia operatiei “-” si (1)
4 |x e Ssau definitia operatiei “U” cu (1) s1 (2)
5 [xeT definitia operatiei “U” cu (1) 51 (2)
6 |xe (SR)sau definitia operatiei “-” cu (4) si (3)
7 |xe (T-R) definitia operatiei “-” cu (5) si (3)
8 |x e ((S-R)U(T-R)) |definitia operatiei “U” cu (6) si (7)
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Am ajuns la concluzia, cd x apartine si partii drepte. Deoarece
x a fost luat arbitrar, partea stinga este submultime a partii drepte:
((SUT)-R)<((S-R)U(T-R)). Mai trebuie sa demonstram, ca si partea
dreapta este submultime a partii stangi.

b) Presupunem ca xe((S-R)U(T-R)). Succesiunea etapelor este
aratata in tabelul 1.2.

Tabelul 1.2.
Nr. Etapa Justificarea
1 |xestedin ((S-R)U(T-R))|dat
2 |x € (din S-R) sau definitia operatiei “U” si (1)
3 |xe (T-R) definitia operatiei “U” si (1)
4 |xeS definitia operatiei “-” si (2)
5 |x¢R definitia operatiei “-” si (2)
6 |[xeT definitia operatiei “-” si (3)
7 |x e (SuT) definitia operatiei “U” cu (4) si (6)
8 |x e ((SuT)-R) definitia operatiei “-” cu (7) si (5)

Din tabelul 1.2 reese ca ((S-R)U(T-R))c((SUT)-R).

Din tabelul 1.1 si 1.2 reese ca ((S-R)U(T-R))=((SUT)-R).

15. Si se reprezente grafic M %, N 2 P % MxN, MxP, NxP, daci:
M={-2,1}U{0, 2},
N={-2, 1}U][0, 2],
P=[-2,1]U[0,2].

Rezolvare:

M={-2, 1,0, 2},

M ’=MxM={-2, 1, 0, 2}x{-2, 1, 0, 2} (fig. 1.1).

N={-2, 1}U[0, 2]={-2}U]0, 2],

N2 = (-2} ufo,2])x ({-2}u[0,2)) (fig. 1.2).

P=[-2,1]U[0,2]=[-2, 2], P? =[-2,2]x[-2,2] (fig. 1.3).

M x N ={-210,2}x({~2}u[0,2]) (fig. 1.4).

M x P ={-210,2}x[-2,2] (fig. 1.5).

N x P = ({~2}u[0,2])x[-2.2] (fig. 1.6).
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16. Sa se demonstreze ca reuniunea a doua multimi
numarabile este numarabila.



Demonstratie: Multimile de cardinal N (multimea numerelor
naturale) se numesc numarabile.

Presupunem multimile disjuncte.

Fie mai intii un exemplu numeric:

A:{1,3,5,..., (2n-1),...},(n=1,2,3,.,.)
B={2,4,6,....2n,...}.

Reuniunea lor, C, o scriem “tesind” elementele celor doua
multimi, astfel: C={1,2,3,4,...,(2n-1), 2n, ...}. Am obtinut
mulfimea numerelor naturale, deci o mulfime numarabila.

In general, fie doud multimi numarabile:

A:{al, ao, 43, ..., dp, }
B:{blj, b2, b3, . bn, }

Facem multimea reuniune C=AuUB, alternind cite un element
din mulfimea A cu cite unul din multimea B. Ca si in exemplul de
mai sus, obtinem: C={ay, by, az, by, ..., @n, by, ... @n, by ... }.

Multimea C este de asemenea numarabila, intrucit fiecare
element al ei poate fi atins dupd un numar oarecare de pasi (de
exemplu, a, poate fi atins dupa 3 pasi, b, dupa 4 pasi, in general a;
dupa (2j-1) pasi, iar bj dupa 2j pasi).

17. Sa se demonstreze ca orice submultime a unei multimi
numarabile este finitd sau numarabila.

Demonstratie. Fie de exemplu A={a;, a,, a3, ..., an, ...}. Sa
extragem din A primele patru elemente. Obtinem: A={a;, a,, as,
ayr Aas, as,..., an, ... ;. Multimea {aj, a,, as, a4} este finita.

Multimea {as,as,..., an, ...} este echivalentd cu multimea
numerelor naturale, caci putem forma multimea C a perechilor
{(as1), (as,2),...,( an,(n-4)),...}, deci este 0 multime numarabila.

18. Sa se demonstreze ca orice multime infinitd A contine o
submultime numarabila B.

Demonstratie: Fie A o multime infinita, ale carei elemente nu
sunt agezate intr-un sir; ele nu au cite un numar de ordine.

Sa extragem din A un element; oricare ar fi el si sa-l numim ay..
Multimea A, care era infinitd, a ramas tot o mulfime infinita.
Extragem un alt element; sa-I numim a,. Multimea a ramas tot
infinitd. Extragem pe rind din ea alte elemente, pe care le notam as,
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a4, as, .... Deoarece multimea A este infinitd, acest proces este
nesfirsit si obtinem un sir de elemente aj, a,, as, ..., a,,.. care
formeaza multimea numarabila B cautata.
19. Sa se stabileasca  proprietatile corespondentei dintre
multimea A si multimea B (aplicatia f : A— B).
A={0,1,4}
B=(-c0, +0)
legea de legatura: y = 2x.
Rezolvare: Pe baza legii de legatura, se stabilesc valorile lui
y € B cind x ia valori din A:

Xx|0|1]4
y 0|28
Fiecarui element x din A i-a corespuns un element y din B:
0—0, 152, 4-8; am aplicat multimea A in mulfimea B;
corespondenta este functionald, deoarece fiecarui element X e A
i-a corespuns un singur element yeB. Se observa ca toate
elementele x din A au intrat in corespondentd, corespondenta este
total definitd. Corespondenta nu este surjectiva, deoarece nu toate
elementele y din B au intrat in corespondenta.

20. Sa se stabileasca fog si go f ale urmatoarelor functii:
f0)=x" i gO)='x
Rezolvare: Fie f: A—B si g: B—>C. Functia h: A—C se
numeste compozitia functiilor f si g (se noteaza f og), daca are
loc egalitatea h(x)=g(f(x)). Avem:

fog()=1(g(x)= f(Vx)=(Vx) =x
9= f(x)=g(f(x)=gx*)=Vx* =[x

21. Sa se stabileasca proprietatile corespondentei dintre
multimea lunilor anului si multimea N1, a numerelor intregi de la 1
pana la 12.

Rezolvare: Reprezentarea lunilor anului prin numerele lor este
o bijectie intre multimea lunilor si multimea Nj, a numerelor
intregi de la 1 pana la 12.

10



22. Sa se defineasca doua multimi A si B si o corespondenta (o
aplicatiec f: A — B) care ar permite interpretarca situatiei:
»dictionarul englez-roman”.

Rezolvare: Dictionarul englez-roman stabileste corespondenta
dintre mulfimea cuvintelor engleze (multimea A) si cuvintelor
romane (multimea B). Aceastd corespondentd nu este functionala
pentru ca, de obicei, unui cuvant englez se pune in corespondenta
mai multe cuvinte romane. Aceastd corespondentd nu este total
definitd, pentru ca nu toate cuvintele engleze sunt in dictionar.

23. Sunt date multimile Q; —multimea numerelor intregi si Q-
multimea numerelor pare intregi. Sa se demonstreze ca algebrele
(Q;; +) si (Qzz; +) sunt izomorfe.

Demonstratie: Setul A=<M,Q >, in care Q este o0 multime
de operatii definite pe multimea M, se numeste algebra.
Observam, ca algebrele (Q; +) si (Qzz; +) sunt de acelasi tip (tipul
2). 1zomorfizmul algebrei A in algebra B este aplicatia /2, : n —
2n, care indestuleaza conditia: 2(a+b)=2a+2b.
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1.2. PROBLEME PROPUSE

1. Care dintre relatiile de mai jos sunt juste?
a) {a}e{a,b,c}
b) ae{a,b,c}
c) {a,b}e{ab,c}
d) {b,c}e{ab,c}
2. Pentru cazurile de mai jos sa se verifice daca multimile A si
B sunt egale.
a) 4={1,(2,5),6}, B={1,2,5,6};
b) A={2,4,5}, B={5,2,4};
c) A={1,4,2}, B={1,2,4};
d) A={2,4,5}, B={2,4,3};
e) A={1,{2,5},6}, B={1,{5,2},6};
f) A={1,{2,7},8}, B={1,(2,7),8}.
3. Fie U=[0,1] o multime universala. Sa se determine comple-
mentara urmatoarelor multimi:
a) B=(1/4,1/2)
b) C=(0,1/2]
c) D={1/4}0[3/4,1) .
4. Pentru multimea B={a, b} sa se determine:
a) este oare justd relatia BeB ?
b) care sunt elementele lui p(B) ?
c) care sunt elementele lui p(p(B)) ?
5. Sa se determine care din cele doua relatii sunt juste:
a) {1,2}e{l,2,{1,2,3}}sau {1,2}c{1, 2, {1, 2,3} };
b) {1,2}e{1,2,{1,2}}sau {1,2}c{1,2,{1,2}}.
6. Sa se determine cardinalul multimii
A={(x,y)eNxN | 5x+3y=1980}.
7. Sa se defineasca prin enumerare urmatoarele multimi:
a) A={xeR | x(x+5)=14};
b) A={xeR | x*-3x*+2x=0};
c) A={xeR | x+1/x < 2 si x>0};
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d) A={xeN | x*-3x-4 < 0};
e) A={xeN | log1p1/x<2};
f) A={xeR | cos’2x=1si 0 < X < 27t};
8. Sa se defineasca prin enumerare urmatoarele multimi:
AuB, AnB, A\B, B\ A, daca:
A={xeR|x*+x-20=0},
B={xeR|-x*+x+12=0}.
9. Notatia min, unde m,neZ inseamna ca m este divizorul lui n.
Sa se defineasca multimile:
a) {xeN | x|8 si x#1};
b) {xeN | X|12}~{xeN| x|8};
C) {xeZ| 8|x}.
10. Fie A={xeN | 2< x < 7}, B={xeN | 1 < x< 5}, C={xeN |
x*-9=0}. Si se determine elementele multimilor:

a) BUC; b) ANBNC;
c) AuBUC; d) (AnB)u(BUC);
e) BxC; f) CxB.

11. Sa se demonstreze ca, pentru () meR, multimea {XeR |
X°+2(m+1)x+m=0}U{xeR | x*+2mx+m-1=0} are exact patru
elemente.

12. Pentru o familie de multimi A, neN sa se determine

UA st NA,:

neN neN
a) An={3n-2, 3n-1};
b) An={xeZ|-n<x<n}.
13.Sa se determine multimile nevide, care indeplinesc simultan
conditiile:

a) AuB={1,2,3,4,5}; ANB={3,4},
A\B={1,2}; B\A={5}.

b) Cx{1,2,4}c{1,2,3,5}xB;
{1,2,3}xBcCx{1,2,4,5};
(5,3)¢CxB; (1,5)eCxB; CAB={3,4,5};

c) AnC={1,2,5}; CAB={1,5,4,6};
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BuC={1,2,4,5,6}; C\A={6};
d) AuB={1,2,3,4,5}; ANB={1,2};
5¢A\B; |A|>BJ;
14. Sa se verifice egalitatile:
a) (SU(TPR))=((SUT)N(SUR));
b) (S-(TUR))=((S-T)-R);
) Ex(FNG)=(ExF)n (ExG);
d) EU(FxG)=(EUF)x(ELG);
e) EN(FxG)=(ENF)x(ENG).
15. Sa se reprezinte grafic multimile A%, B%, C? AxB, AxC,
BxC, daca:
a) A=[-3,-1]u [1, 3];
B={-3,-1}U 1, 3];
C={-3,-1}u {1, 3}.
b) A=[2,5] U [3,7];
B={2,5}u [3,7];
C={2,5}u {3,7};
c) A={-3,3}u {0,4};
B={-3,3}u [0,4];
C=[-3,3] v [0,4].
16. Sa se demonstreze ca:
a) p(S)up(T)c p(suT);
b) p(S)N p(T)=p(SNT).
17. Sa se demonstreze ca N" este numirabila oricare ar fi n.
18. Sa se demonstreze ca multimea submultimilor finite ale
multimii N este numarabila.
19. Sa se demonstreze ca reuniunea unei mulfimi finite si a
unei mulfimi numarabile este 0 mulfime numarabila .
20. Sa se demonstreze ca reuniunea a 3,4,..,n multimi
numarabile este o multime numarabila.
21. Pentru fiecare dintre cazurile de mai jos sd se stabileasca
proprietatile corespondentei dintre A si B (aplicatia f : A— B):
a) A={0,2,6}
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B= (— oo,+oo), legea de legatura: y = —g X.
b) A=z
B=Z legea de legaturd: y = x°.
c) A=N
B=N legea de legatura: y = x* + X.
22. Sa se stabileasca f og si go f pentru urmatoarele functii:
a) f(X)=1-x, g(x)=x* b) f(x)=¢*, g()=Inx;
0, X € (—o0,0] 0, X € (—,0]
c) f(x)= 9=y :
X, X € (0,+0) —x°,x € (0,4+0)

d) f(x)=sinx, xe[-z, 7], g(x)=arcsinx.

23. Pe multimea M = {2,4,6,8} se defineste relatia R = “ mai
mare”. Sa se determine elementele multimii R. Sa se stabileasca
proprietatile relatiei R. Relatia R sa se reprezinte grafic.

24. Sa se defineasca doua multimi A si B si o corespondenta (o
aplicatie f:A—B), care ar permite interpretarea fiecdrei dintre
situatiile de mai jos:

a) cuprinsul unei carti;
b) dictionar rus-roman;
c) registrul unui hotel cu 100 camere;
d) o carte de telefoane.

25. Sa se demonstreze ca algebrele (R+; x) si (R; +) sunt

izomorfe. (R;+ - submultimea valorilor pozitive a lui R).
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1.3. INDICATII SI RASPUNSURI LA PROBLEMELE
PROPUSE

1. a) fals; b) adevarat; c) fals; d) fals.
2.a) A=B;b) A=B;c) A=B;
d A=B;e) A=B;f) A=B.

s o, o] U[Li]
4 2

b) €, = 0L .1

c) C, {o,ﬂu(%,gju{l}.

4. b) p(B)={<.{a},{b}.{ab}};

c) plp®)={<, {J} {{a}}, {{b}}, {{ab}}, {Jda}},
{@,{b}}.{<C.{ab}}.{{a}.{b}}.{{a}.{ab}},{{b}.{ab}}.{D.{a}.{b} }.{
<, {a}, {ab}}.{, {b}, {ab}}.{{a}, {b}, {ab}}, {, {a}.{b}, {ab}}}.

5.a) {12} {1,2,{1,2,3}}; b) ambele relatii sunt juste.

6. Rezolvare: 3y=1980-b5x = y:660-%X = x=3k = y=660-
5k, unde 0< k<132. Deci cardinalul multimii date | A |=133.

7.a) A={-72}; b) A={012};c) A={};

d) A={1,234};e) A={1,23};

f) A= {% , 3?” 27[}
8. AUB={-5-34}; AnB={4}; A\B={5};

B\A={-3}.
9.a) {2,48};h) {12,4};¢) 8k |k e Z}.
10. a) {1234} b) {3};¢) {1,2,34,56,7};d) {1,2,34};
)

Ji
e) {(13).(2.3).(33).(43)}; 1) {(31)(32).(33).(34)}.

12.a) fneN|n=3k,keN},@;b)Z, {~101}.
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b) C={1,23}, B={1,2,45};
c) A={1,25}, B=1{2,4}; C={1,256};
d) A= {1234} ={1,2,5}.
14. a) adevarat; b) adevarat; ¢) adevarat; d) fals; e) fals.
15.a) A=[-3-1U[L3]; B={-3-1}U[L3]; C={-3-113}.
A? = Ax A= ([-3-1U[L3])x (-3 -1 U[L3]) (fig. 1.1).
B2 =BxB = ({~3-1}U[L3])x ({-3~1}U[13]) (fig. L.2).
C? =CxC ={-3-113}x{-3-113} (fig. 1.3).

13.2) A={1,23,4}, B=1{345};

AxB = ([~3-1]UL3])x ({-3-1}UL3]) (fig. 1.4).
AxC = ([-3-1]u[L3])x {~3-113} (fig. 1.5).
BxC =({-3-1}U[L3])x{~3-113} (fig. 1.6).
3AA 3/\3
] | N
il | 12
_3:::“:: 3% 3.._3>B
7 |
. ez .o —
Fig. 1.1. A? Fig. 1.2. B
3;\(: 3‘\8
1 7N
3 3¢C _3: —t —t I3¢A
0_3—— ° ° _3——
Fig. 1.3. C? Fig. 1.4. AxB
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Fig. 1.5. AxC Fig. 1.6. BxC

b) A=[2,7]; B={2}u[3,7]; C={2537}.
A2 Ax A=[2,7]x[2,7].
8- ([2)U 7)< (2} uB7).
—CxC={2537}x{25 7}.
B=[27]x({2ju[37).

A><C [2,7]x{2,5,3,7}.

BxC = ({2} U[3,7])x{2,5,3,7}.
c) A={-3304}; B={-3}u[04]; C=[-34].

A? = Ax A={-330,4}x{-3304}.
B* = Bx B =({~3ju[0.4])x({-3}u[04]).
C? =CxC =[-34]x[-34].
AxB={-3304}x({~3}U[0,4]).
AxC ={-3304}x[-34].
BxC =({~3}u[0,4])x[-34].

16. a) Elementele reuniunii p(S)u o(T) sunt submultimile,
ce apartin multimii S si submultimile, ce apartin multimii T. Prin
urmare  p(S)u p(T)< p(SUT). Incluziunea inversi nu este
adevarata, deoarece submultimea reuniunii SUT nu se contine
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neaparat toatd sau in multimea S sau in T. Fie, de exemplu
S={23}, T={45} si C={,25}. intr-adevir, C e p(SUT),
dar evident C ¢ p(S)u p(T).

b) Fie Cep(S)np(T). Atunci CcS si CcT
deaceia C = (SNT). Prin urmare p(S)np(T)c p(ST). Fie
Cep(SNT). Atunci Cc(SNT),deci CcS si Cc<T. Prin
urmare  p(SNT)c p(S)np(T). De aici reiese ca
p(8)np(T)=p(S AT).

19. Reuniunea unei multimi finite §i a unei multimi numarabile
este o mulfime numarabila.

Fie: A:{al,azvas,...,an},

B={b,b,,b;,..b,,..}

Daca ANB=(, atunci reuniunea AU Bse poate scrie:
C={ai,az,a3,...,an,bl,bz,bs,...,bn,...}, deci poate fi numerotata,
adica orice element al ei poate fi atins dupa un numar de pasi [de
exemplu: a,poate fi atins dupa 4 pasi, b, poate fi atins dupa
(n + 2) pasi s.a.m.d.].

Daca multimile Asi Bnu sunt disjuncte, demonstratia este
analoga.

Cum, A= n, B= a, C-= a, din operatia intre mulfimi:
AuB=C,urmeazia: n+a=a.

20. Fiind date multimile A, B,C,...,N — presupuse disjuncte —
de elemente a,,b,,c,...,n., formam reuniunea lor:

P={a,b,c,...N,a,,0,,C,,....N,,85,b;,Cy ...}

Si aceastd mulfime este numdrabila (a, poate fi atins dupa
(n +1) pasi, N, dupa 3n pasis.a.m.d.). Cum

A=B=C=..-N=asi P=a,

dinn. AuUBUCuU..UN =P, urmeazi: a+a+...+a=a
n( finittermeni n( finit)termeni

Ssau a-a=n
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Daca multimile nu sunt disjuncte, demonstratia se face la fel.
21. a) total definita, nu este surjectiva, functionala, injectiva,
nu este bijectiva;
b) total definitd, nu este surjectiva, functionald, nu este
injectiva, nu este bijectiva.
c) total definitd, nu este surjectiva, functionald, injectiva,
nu este bijectiva.

22. a) fog=1-x%, gof =(1-x)
b) fog=x,x>0; gof=x

c) fog=0,g-f=g
T
X+rm,Xe|—nw,——
{ 2)

d fo =X, of = X, X _z’z
) fog g e{ 5 2}

T
X—m,Xe|—, 7
(2 }

23.R={(4,2),(6,2),(6,4),(8,2),(8,4),(8,6)}. Relatia este anti-

reflexiva, nu este simetrica, este tranzitiva.
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2. ALGEBRA LOGICII
Functiile algebrei logicii. Forme canonice. Forme de
reprezentare a functiilor booleene. Minimizarea functiilor
booleene. Elaborarea schemelor logice

2.1. PROBLEME REZOLVATE

1. Pentru functia logica

y= (xl DX, ¥ X, = X, ®x4)~ ((xlx3 v XX ) (% v g 4 X, ~ xz))

a) sa se alcatuiasca tabelul de adevar;

b) sa se determine FCD si FCC;

C) sa se determine forma disjunctiva minima (FDM) si
forma conjunctivd minima (FCM) cu ajutorul diagramei
Karnaugh;

d) sa se elaboreze schema logica in bazele “SI-
NU”(NAND), “SAU-NU”(NOR).

Rezolvare:
a) Pentru a simplifica functia logica data introducem notatiile:
O =p =0,  X%OX =9, @;=9,

X D0 =0s =05 P Vv0=0, X, =0,

X1Pg = P X_4 = P10 X110 = P Py NV P11 = Prp
Xy V X3 = P13 §0_13:(014 Xy =Xy =@y (p_15=(016

D14 \ s =Pr7 Pro | P17 = Prg (/?_18 =@ Q7 = Prg =Py
P =Y

Alcituim tabelul de adeviar, tabelul 2.1.
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Tabelul 2.1

8%

0/0{0]1]0j1]1/0)1]0|0]1j0j0j0OjOJOj]1]0]1]0]1|0]1]|0

1/0/0/0/21)/0j/0]1{2]0]1j1j1)1)1)1]0|1j1/0f/0|l1]0]0]1
1/0/0(1/1/0/1]0{0]1]0]j1]1/0)0)1]0|1j0j1]/0|l1]0]1]0

0/0/0/0]0O]0O]1|0]1]1|/0)/0)1]0]1|0|0O]0Oj1|1)0]0]1]0]12]O0

1

210/0/1]0]0]1]1]0]1|/0|/0)j0O)J0O]1|0|0O]1j0f1]0]1]1]0]12]0

3/10/0/1]1]0[1|0]1]1|/0/0)0]0|0|0O]|0O]1j0]j0Oj1]0]1]0]1]0
410/1/0/0/1/0)0]1]2]0]1j1/0/1]0]0]1]0]0]1|0|1]0]0]1
5]0/1/0]1]1]0|1]0]1|/0)1)1]0[0]0]|0O]2j0f1]0]1]1]0]0]1
6 /0/1/1]0]1{0|1]0]1/0/1/0/0][1]0|0]1j0fj0]1]0]1]0]0]1
710/1]1]1]1{0|0]1]1|/0)/1)/0/0[0|0|0O]1j0f1]0]1]1]0]0]1

8

9
10)1|0j1)0j1(0f1j0j0O|1|0]0O|Of1|1|21]1]0]1|0]1]0|1]|0]1

11)1|0}1}1j1/0(f0J1j1|0|1|0|0|0J0J0O]J1]0]0O|1]0]1|0]|0]1

12)1}1|0|0j0f1|0J1j1|0|0O|1|1j1j1j1]j1]0]0O|1]0]1|0|1]0

13)1|1|0}1j0f1f1j0j0|1|0|1]1|/0|0OJ2]1]0]1|0]1]0|1]|0]1

14)]1|1|1|0j0f1|1/0]0|1|0|0O|Of1|1|1]1]|0]0O|1]0]1|01]0

15]1(1|1}1/0f1|0J1j1|0|0|0O]|0O|0O|0OJOJ1]0O]1|0O]1]1|01]0

b) Pentru fiecare combinatie de valori ale argumentelor

m carc

Y

conjunctivi

canonici

scriem termenii
argumentul x; este luat ca atare sau negat dupa cum valoarea lui in

1
combinatia respectiva este 1 sau 0:

aplicate 1n

X; Xy X3 X,

X, X, X3 X,

TCC:

X, X, X5 X,

X, Xy X3 X,

X, X, XX,

X, X, Xg X,

X, X, X3 X,

X, Xy X5 X,

X X X3 Xy V XX XaXy V' Xy Xy Xg X,y V

f(x17X2!X37X4)

Determinam FCD, reunind TCC prin semnul disjunctiei:

FCD:
X XoXg Xy VX X X3 Xy VX XXXy Vo Xy Xy Xg Xy VX Xy Xg X,

¥(4-8,10,11,13)

La fel putem scri: FCD: f(x,, X, %5, X, )
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La fiecare combinatie de valori ale argumentelor aplicate in 0
scriem termenii canonici disjunctivi(TCD) in care argumentul X;
este luat ca atare sau negat dupa cum valoarea lui in combinatia
respectiva este 0 sau 1:

TCD: XV Xy VX VX, XV Xy V Xy VX,
X VX, V Xy VX, X VX, V Xy VX,
X VX, VX VX, X VX, V Xy VX,

X,V Xy V X5 VX, X,V Xy V X5 VX,

Pentru a determina FCC reunim TCD prin semnul conjunctiei:
FCC: (X, %00 X5 %, ) = (X, V Xy Vv X3 VX ) A (X VX, V Xy VX, )
A (X VX VX VXA Y X VX VXA (X VX, VX VX )A
(X VX VX VXA (4 VX VX VXA (X VX VX v Xy )
La fel putem scri: FCC: f (X, X,, X, X, )=11(0,1,2,3,4,9,12,14,15).
c) Obtinem forma minima a functiei logice date cu ajutorul

diagramei Karnaugh:
X1Xo
% 00 01 11 10

00 0 1 0 1

01 0 1 1 0

11 0 1 0 1

10 0 1 0 1

Fig.2.1

Combinatiile valorilor argumentelor X; si X2 sunt dispuse In
partea superioarda a diagramel, iar cele ale argumentelor X3 si X4
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vertical in partea stdngd. La intersectia unei coloane si a unei linii
este campul diagramei in care se trece 0 sau 1, dupa cum valoarea
functiei in tabelul de adevar este 0 sau 1.

Dat fiind faptul, ca reuniunea a doua locatii vecine a diagramei
contribuie la excluderea variabilei, valoarea careia se schimba la
trecerea de la o locatie la alta. Reuniunea a doua perechi de locatii
vecine (pe orizontald sau verticald) oferd posibilitatea excluderii
din expresie a doua variabile, reuniunea a patru perechi de locatii
vecine aduce la excluderea a trei variabile.

FDM se obtine prin alipirea mintermenilor prin incercuirea
pozitiilor cu valoarea 1:

f (waz’ X3 X4): XX VX Ko Xy VK KXy VX Ko XK
FCM se obtine prin alipirea mintermenilor prin incercuirea
pozitiilor cu valoarea 0:

(% X X0 %)= 06V %) A (% v X v ) A (6 v X v X0) A (% v 3 v )

Aceste Incercuiri pot cuprinde un numir 2" (2,4,8 etc.) de
locatii vecine (adiacente) ale diagramei. Trebuie de adaugat ca in
diagrama, locatiile aflate la extremurile rindurilor sau a coloanelor
se considerd adiacente si pot participa la o incercuire de eliminare.

d) Pentru a obtine schema logica in baza “SI-NU” transformam
FDM, aplicand asupra ei dubla negatie si legile lui de Morgan:

f(xmxz’ X31X4): XX VX Ko Xy VX XgXy VX X Ky =

X Xy V Xy Xy Xy V Xy Xg Xy V Xy X Xg = X, Xy + Xy Xo Xy + Xo Xg X+ Xy Xo Xg
(fig. 2.2).
In mod similar cu cazul precedent in baza “SAU-NU”
transformam FCM.:

£ %0 %,%,) = (% V) A (% v 5 V) A (% v X v %) A X v 3 v x,)
= (% V%) A (XY XV X) A (% v X v ) A B v X v, )=

(X1VX2)V(ZVX_2VX_3)V(X2VXSVX_4)V(;1VX_2VX4)
(fig. 2.3).
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T_& Xg
L& ] x. %%,
Fig. 2.2
Xl X2 X3 X4
1 X VX,
o N ]
L]
r— R
L] X>| S
i%xlvxzvx3
I

Fig. 2.3

2. Fie functia f(x,,X,,X,,X,) definitd prin FCD a sa:

F(X, Xo 0 Xgy X ) = Xy Xy Xa Xy V X Xy Xg Xy VX Xy XX, V

V X Xy XXy VX Xy Xg Xy V Xy Xy Xa X,
Sa se determine FDM dupa metoda lui Quine.
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Rezolvare:
Etapa I|. Determinam forma disjunctiva prescurtatd (FDP),
evidentiind toti implicantii primi:

X, Xy X3 Xy V X Xo X5 Xy = Xg X5 X,

X, Xo X3 X, V Xy Xp X3 Xy = X, X3 X,
X Xy X3 Xy V Xy Xy XgX, = X, Xy Xg
X Xy X3X, V Xy Xy X3X, = Xy X5 X,

X, Xy XXy V Xg Xy XX, = X X5 X,

X, Xy X3 X, V Xy Xy Xg X,y = X, X, Xg

Deoarece alipiri partiale pentru termenii normali de rang 3 in

cazul dat nu se pot opera, avem urmadtoarea forma disjunctiva
prescurtata:

F (X0 Xy, Xgy Xg) = Xy Xg Xy V Xy X3 Xy V X Xy Xg V Xy Xg Xy V Xy XX,y Vv Xy Xy Xg

Etapa a l1-a. Construim tabelul de acoperire:

Fiecare linie in acest tabel corespunde unui implicant prim, iar
fiecare coloand unui TCC din FCD initiald. Vom spune ca un
implicant prim se afla in relatia de acoperire cu un TCC, daca el se
contine in acesta. Se va construi matricea acestei relatii binare (la
intersectia liniei i cu coloana j se va pune 1, daca implicantul prim
cu numarul i se afla in relatia de acoperire cu TCC cu numarul j, si
0 in caz contrar.) Vom alege cel mai mic numar de implicanti primi
strict necesari (esentiali) pentru ca sa fie acoperiti toti TCC.

F(X, Xy, X3, X,) = Xy X3 Xy V Xy XXy V X Xy Xg
F(X Xy, Xg, Xg) = Xp Xg Xy V X Xy X5 V X X5 X,

alegerea facandu-se la optiune. Rezulta, ca o FB poate avea
mai multe forme minime.

26



Tabelul 2.2

Implicantii | 7T7ermeﬂii (Enonici coEj unctiviﬁi _

primi X X5 X3 Xy [Xy X5 X5 Xy XX XaXy | X Xo XaXy | Xy X Xg Xy | Xy Xy X3 Xy
X, X; X, 1 1 0 0 0 0
X, X5 X, 1 0 0 0 0 1
X, X, X 0 1 1 0 0 0
X, X3 X, 0 0 1 1 0 0
X, X;X, 0 0 0 1 1 0
X, X, Xy 0 0 0 0 1 1

3. S&4 se determine FDM a functiei

2.(0,1,2,3,4,7,8,11,12,13,15) dupa metoda lui Quine-McCluskey.
Rezolvare: Ordonam echivalentii binari al TCC pe nivele
incepand cu nivelul 0. Cuplam conjunctii vecine care sunt de
acelasi rang. Conjunctia care nu se mai poate cupla cu nici o alta
conjunctie din tabel, va fi un implicant prim al functiei date.
Implicantii primi vom nota prin A, B, C,...
Elementele de comparare se noteaza cu (v). Prin cuplarea
conjunctiei cu echivalentul binar (000-) cu conjunctia cu (001-)
rezulta conjunctia cu echivalentul binar (00--), etc.
Etapa I. Ordonarea pe nivele (fig. 2.4)

f(Xl’X21X3’X4):

27

Nivelele Echivalentul binar Echivalentul
zecimal
0 0000 0
0001 1
1 0010 2
0100 4
1000 8
2 0011 3
1100 12
0111 7
3 1011 11
1101 13
4 1111 15
Fig. 2.4



Etapa a Il-a. Determinarea implicantilor primi

000-
00-0
0-00
-000
00-1
001-
-100
1-00
0-11
-011
A 110-
-111
1-11
B 11-1

Fig.2.5

In figura 2.5 este prezentat primul tabel de comparare (prima
alipire). In figura 2.6 este prezentat al doilea table de comparare.

KK KKK KK« LK KL

< <

C 00--

D --00

E --11
Fig.2.6

Etapa a Il1-a. Construim tabelul de acoperire (tab. 2.3):

Tabelul 2.3
Implicantul Echivalentul zecimal al TCC initial

prim o123 |47 |8 |11]12]| 13| 15

A o(0]j]0|O]JO|O0O|O0] O 1 1 0

B o(0]j]0|O]JO|O0O|O0] O 0 1 1

C 111|110 |0]|]0]|O0 0 0 0

D 1100|021 ]0]1 0 1 0 0

E ojo0oj0oj1]0|1]|0 1 0 0 1

Functia poate avea doud FDM:

1) T(X,, Xy, X5, X, )= A+CHDHE= X Xy Xy v X, X, V X5 X, V X5 X,
sau
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2) T(X,, Xy, X5, X, ) =BHCHDHE= X, X, X, v X, Xy V X5 Xy V X5 X, .
Constatam, ca forma minimala nu este unica.
4, Sa se reprezinte prin diagramd 1in timp functia

f(Xl,Xz,X3):X_lX2 VX, Xg

Rezolvare:
% = X, = @; P30, = 0s
P X, =@, X3 =9, Dy NV Q5 = Qg

Construim tabelul de adevar al functiei date (tab. 2.4):

Tabelul 2.4

H><
l\,><
w><
S
A
B
S
>
>

PRk |lo|lololo
R|l—|lolo|r|—|lolo
R|lolr|o|r|lolr|lo
olo|o|o|r|r|r|+
o|lo|o|o|r||o|lo
olo|r|r|lolo|r|+
olr|o|r|olr|o|+
o|lo|o|r|olo|o|+
olo|o|r|r|r|o|+

Reprezentam grafic argumentele X; ca functii de timp, atasand
valorii 0 un nivel coborat, iar valorii 1 un nivel ridicat, astfel ca sa
existe o diferentiere evidenta a acestor nivele. Acelasi lucru facem
si cu valorile functiei si obtinem reprezentarea FB date prin
diagrama in timp.

Diagrama temporald a functiei f(X,,X,, xg):x_lx2 V X, X; are
forma prezentata in figura 2.7.

29



Xl“

v
—

X2‘

v
—

X3

v
—

f“

v
—

Fig.2.7

5. Fie functia f(x,,X,,X,,X, ) definita prin FCD a sa:

f (X, X5, X5, %, )=2(0,1,2,3,6,7).

a) Sa se determine FCM dupa metoda lui Quine-McCluskey.
Rezolvare:

Etapa I. Facem conversia din zecimal in binar a termenilor
canonici disjunctivi (TCD)

4 -0100 11-1011
5-0101 12 - 1100
8 -1000 13-1101
9-1001 14 - 1110
10 - 1010 15-1111
Etapa Il. Ordonam pe nivele numerele binare (fig. 2.8)
Nivelele Echivalentul binar Echivalentul
zecimal
0 0100 4
1000 8
0101 5
1 1001 9
1010 10
1100 12
1011 11
2 1101 13
1110 14
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| 3 | 1111 | 15
Fig. 2.8
Etapa a Ill-a. Determinam implicantii primi

010-
-100
100-
10-0
1-00
-101
10-1
1-01
101-
1-10
110-
11-0

1-11
11-1
111-

Fig.2.9. Prima alipire

SSc<«<

<K LCKCLKKLKCKLKCKLKKL

-10-
10--
1--0 v
1--1 v
C 1-1-

Fig.2.10. A doua alipire

W >

[ b [ 1 ] |
Fig.2.11. A treia alipire

Etapa a IV-a. Construim tabelul de acoperire (tab. 2.5):

Tabelul 2.5
Implicantul Echivalentul zecimal al TCD initial
prim 4 |5 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15
A 1 |1 |0 [0 |O 0 1 1 0 0
B 0 |0 (1 |1 |1 1 0 0 0 0
C 0 |0 [0 |O |1 1 0 0 1 1
D 0 [0 |1 |1 |1 1 1 1 1 1
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f(X,,X,, X5, X, )= AAD= (x2 v xs)/\Z- FCM.
b) Sa se determine FCM cu ajutorul diagramei Karnaugh
FCM se obtine prin alipirea mintermenilor prin incercuirea pozitiilor

cu valoarea O (fig. 2.12): f (X, Xy, Xg, X, )= (x_2 v x3)/\ X,

X1Xo

vx, 00 01 11 10
00 | 1 0 0 0
o1 | 1 0 0 0
11 | 1 1 0 0
10 | 1 1 0 0

Fig.2.12

6. Sa se simplifice urmatoarea expresie logica:

(ava)/\(avb) (bvc) (a\/b) (bve)

(o) Bl B ) v b v ) ) ne
((a/\a)V(a/\C)) C=aACAC
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2.2. PROBLEME PROPUSE

1. Sa se verifice egahtatea urmatoarelor expresii logice:
Q) XYVXYVXYSiXVY;
b) xyvxyvxy si va,
c) xyvxyvxy si X\/y,
d) x2vxyvxy si Xzvy;
e) xyvy2vz si x2vyvz
f) XvyvXxzvyzsi Xxvy;
g) XyzvXyzvXyz siz;
h) xzvyzvxzsiz;
) X)_/\/)_/Zv;()_/vE siy.
2. Sa se simplifice urmatoarele expresii logice:
a) Xy vV XyvXy;
b) Xy vV XyvV Xy;
C) vaxglv)_()_/
d) vaxyv)_<y'
e) XYV yzZvXyz;
f) Xyvyzvxy;
g) XzvYyZvXZ;
h) Xyv Xxzvyz;
i) (avec)a(avd)a((cvicab)ac)va);
J) <5vd)/\((a/\C)v(a/\c)v(a/\E)v(a/\a))/\(bvd);
K ((dv(@nrchad)vb)a(lovd)abya));
) (d v (a/\a)v a)/\ ((bv(d v (d /\C)))/\(Wa)/\ (d /\5.))
3. Sé se determine FCD si FCC ale urmatoarelor functii logice:
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a) f(x,y,2)=xvyvxyvyz

b) f(X,V,2)=XyVYyzZvXyz
C) f(x,y,z):xvayv;(y
d) f(X, %, %5, %,) = (X ®x, )4 x3x4—>(x1x3vx2x_4)

e) f (X1’ X21 Xg, X4): (Xz X | X1X4)_) XX, ® (X1X2 - X3X4)
4. Pentru functia logica f(x,,X,,X;,%,) (Vvezitab. 2.6)

a) sa se alcatuiasca tabelul de adevar;

b) sa se determine FCD si FCC;

C) sase determine FDM si FCM;
d) sa se elaboreze schema logica in bazele SI-NU, SAU-

e) sNa“lL;’e reprezinte functia prin diagrama in timp.
Tabelul 2.6

Varli\larrlltei Functia f(Xl, Xy s Xg, X4)

0 (xzx_3| x1x4)—> XX, D (X, X, ~ Xz, )

1 ((x_lx2 \2 x3x4)69 (x1 v xzx_s))~ (xgx_2 | x1x4)

2 ((xlx_2 \’ x3x4)—> (x1x3 | x2x4))€r)(xlx4 ~ x2x3)

3 ((XIX_Z \ E)@ (X1X3 v XX, »~ (sz_4 | sz)

4 ((E I X_3X4)® (X1X_3 v XXy )) - (X_3X4 | X1X_2)

5 (xg,x_4 ® xlx_z)—> ((x_lx2 \2 xgx_4)€r> xzx_s)

6 ({6 ) (%, ) (0%, 130 )= (3 ~ X5%, )

7 (@) o064 (b1 0ox )4 xox v,

8 <<x3x_4 \2 x_lxz)—> (x2x3 | XX, ))@ (m)

9 (x_3x4 | xlx_z)—>(x2x3)@(x3x2 ~ x1x4)
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5. Sa se implementeze functia logica f(xi, X2,X3)= 2(0,1,5,6,7)

in baza lui Pierce si in baza lui Sheffer.
6. Fie functia f(xl, Xy Xg, X4) definita prin FCD a sa:

f (X, %, X3, %, )=>_(0-2,6,7,1115)
a) sa se determine FCM  dupa metoda lui Quine-
McCluskey si cu ajutorul diagramei Karnaugh;
b) Sa se determine FDM dupa metoda lui Quine, Quine-
McCluskey si cu ajutorul diagramei Karnaugh.
7. Pentru functia logica f(x,,X,,%;,%,)=>"(1,2,5,6,89121314)

a) sa se determine FDM si FCM dupa metoda lui Quine-

McCluskey;

b) sa se determine FDM si FCM cu ajutorul diagramei
Karnaugh;

C) sa se elaboreze schema logica in baza ,,SI-NU” si in
baza ,,SAU-NU".

d) sa se reprezinte functia prin diagrama in timp.
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2.3. INDICATII SI RASPUNSURI LA PROBLEMELE
PROPUSE

1. a) adevarat; b) adevarat; ¢) adevarat; d) adevarat; e) fals; f)
adevarat; g) fals; h) fals; 1) fals.

2.a) xvxy;b) yvxy;c) xvxy;d) xzvy;e) y;f)y;g)
z:h) xvy:i)eda; j)ad; k) bda; 1) ad .

3. a) f(xy2)=X2-7), f(xy,z)=T102);
b) f(x,y,z)=>(0145), f(xy,2)=11(236,7);
) f(xv,2)=>(2346,7), f(x,y,2)=T1(015);
d) f(x,%,,%;, %, )=>(0-24,610-15),
f (X, %,, X5, %, )=T11(357,89);
e) f(x,%,, %X, )=2(0124,5,68101113),
f (X, %,, X5, %, ) =T11(3,7,912,14,15).
4. 0)

f (X, X,, X5, X, )= 2(0,1,2,4,5,6,810,11,13)
f (X, %y, X, X, ) = 11(3,7,912,14,15)

FDM: (X0, X5, Xg0 X, ) = X, Xg V X XXy v X XX V X X, V X X,
FCM.f(xl,xz,xs,x4)_(><1vx3vx4) (va_zvx_g) (xivxzvx4)
A@V&V&VZ

1)

f (X, X0 X5, X, ) = 234,58 —14), f(x,,%,, %, X, )=11(0,1,2,6,7,15)
FDM: (X, %, X0 X, ) =X X, V Xo X V X, X, V XoXs X,

FCM: f(x1 Xy, Xz, X ) (X1VX2) (X1VX_3VX4)/\(X_2VZVX_4)
2)

f(%,%,%,%,)=2(0-58101214,15)

f (%, X, X5, %, )=11(6,7,9,1113)
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FDM'“&XP&,) XV&&V&&V&ZV&@&
FCM: (%, Xy, X5, X,) =(x1vx vxs) (vasvx_A)/\(vasz)
3

)(xl X, X5, X, )= 20,2 -5,812,1315)

f (%, %, %, %, )=T1(16,7,910,11,14)

FDM: (X0, X5, Xg0 X, ) = X5 Xy V X Xg V XXX, V X XX

FCM: f(xi,xz,xa,x4)=(xzvx3vxj)/\(gvxzvxia)/\(xjvx:vxét)/\(xlvxjvx:)
4

f)(xl,xz,x3,x4)=2(0—4,6,9—12,15)

f (X, %,, %5, %, )=11(5,7,813,14)

FDM: (X, Xy, Xay X, ) = Xy Xo V XoXg V Xy Xg Xy V Xy X, V XXX, V XX,
FCM: f()(l,xz,xs,x4)—(x2vx3vx4) (xlvxzvx4) (va?vvax)
A@V&V&V&)

5)

f (%, %, %5, %, )= 2(0-6,89,11,14,15)

f (%, X, X5, %, ) =I1(7,10,12,13)

FDM: f(xlxz,xg, ) X X, VX Xg VXXVXXX V X XX,

FCM: f(xl,x2,x3,x4)_(x1vxzvx3) (xlvxzvxgvx‘l) (xivxzvx3vx4)
6)
f (%, %, %, %, )= 2(0,2,4,5,6,10)
f (X, %,, X, X, )= 11(1,3,7,8,9,11-15)
FDM: (X, Xy, X5, X, ) = X X, V XX Xg V XpXs X,
FCM: f()(l,XZ,XS,X4)—(X1VX2) (X3VX4) (X1VX3) (X1VX2VX74)
7)
f (X, %0 %, X, ) = 2(0,1,4,5,89,10,12,1314)
f (X, %, Xg, %, ) = 11(2,3,6,7,11,15)

FDM: (X, %, %, X, ) = X V X, X,
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FCM: f(X,%,, X%, )= (x_gvx_4)/\ (x1 vX—g)
8)

f(X,%,, %, X, )= 2(0—4,6,1011,1314)

f (X, %,, X3, X, )= 11(5,7,8,9,12,15)

FDM: (X, X0, X5, X, ) = X X V X X, v XoXg v X Xg V X X Xs X
FCM: f(xl,xz,x3,x4)=(x1vx3vx4) (xlvxzvx4) (xzvx3vx4) (xlvxzvx3)
9
)(xl Xo) Xg) %, ) = 2(0-8,10,12,14)
(X, Xy, X, X, ) = 11(9,11,13,15)
FDM: (X, Xy, X5, X, )= X, V X,
FCM: (X, Xy, X5, %, )= X,V X,
5. FDM: (X, Xy, X5, X, ) = X, Xp v XXy v X X,

FCM: f(xl,xz,xs,xL,):(&vxz) (x1vx2vx3)
6.
Q) f(X, X0 Xg0 X, )= (x_zvx3) (vaa) (va) (xivxzvx:vx_4)
b) f(X1 X1 %gs X ) ZX_2X_3VX1X3X VX XaXy VX XX,
7. FDM: (X, X0, X5, X, ) = XgX, V X Xg V X Xs X V Xp Xg X,

sau

FDM: (X, Xy, X, Xy ) = XXy v X, Xg v X Xg X, V XXy X,
FCM: f(xl,xz,x3,x4)_(x3vx4) (xlvxzvx3) (% VX vX,)
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3. GRAFURI
Definitia unui graf. Gradul unui varf.
Conexiunea intr-un graf. Arbori. Drum elementar.
Graf planar. Drum minim (maxim). Retele de transport.
Drum hamiltonian

3.1. PROBLEME REZOLVATE

1.Fie graful G =(X,U)din figura 3.1. Si se giseasca relatiile

care definesc aplicatia multivocd U a multimii X ={1,6} in
multimea X.

Fig.3.1

Rezolvare:Aplicatia multivocda U a mulfimii X in mulfimea X
este definita de relatiile:
{(a.2).(46)};

U, ={11) 12) 13) @e)); U,
U, ={21)(23)(25);  U;={53)(54).(586)};

U, ={82),34)}; U, =1(63)(6:4)(65).(66);.

2. Sa se demonstreze ca orice graf neorientat G cu n>2
varfuri contine cel putin doud varfuri care au acelasi grad.

Demonstratie: Gradul unui varf X este numarul muchiilor
incidente cu x. Presupunem prin absurd ca sirul gradelor varfurilor
lui G contine N numere distincte doua cate doua. Dar cum pentru
xe X, d(x) €{0,1,2,...,n-1}, rezulta ca sirul gradelor coincide cu
sirul 0,1,2,...,n-1, abstractic facind de ordinea lor. Rezulta ca
exista un varf izolat si unul adiacent cu toate celelalte, absurd.
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3. Fiind dat un graf neorientat G=(X,Y), complementarul sau
G1=(X,Uy) se defineste ca fiind graful cu aceeasi multime X de
varfuri, doua varfuri fiind adiacente in G; daca si numai daca ele
nu sunt adiacente In G. Sa se demonstreze ca daca G nu este conex,
atunci complementarul sdu G; este conex.

Demonstratie: Fie x,ye X, x # y. Demonstram ca existd Lyy in
G1. Daca x si Y nu sunt adiacente in Gy, atunci ele sunt adiacente in
G. Cum G nu este conex, rezultd ca in G existd o componenta
conexa C care nu contine varfurile X si y. Fie z un varf din C.
Urmeaza ca in G; exista muchiile [X,z] si [y,z], deci exista
Lyy=[x,2,y]. In concluzie G, este conex.

4. Sa se verifice ca graful G din figura 3.2 este tare conex.

Fig.3.2

Rezolvare: Prin definitie un graf orientat este tare conex, daca
pentru orice cuplu de varfuri diferite i si j ale grafului, exista cel
putin un drum al grafului care pleaca de la varful i la j . Pentru a
stabili daca graful G este sau nu tare conex, vom folosi urmatorul
procedeu de marcaj: se ia un varf arbitrar i si-1 marcam cu semnele
+; daca varful j nu este marcat, vom marca cu +, daca exista arcul
(i,)) si cu -, daca exista arcul (j,i).

Folosind acest procedeu de marcaj, putem ajunge la una din
situatiile:
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a) Orice varf al grafului G a fost marcat cu *; in aceasta

situatie, graful este tare conex.

b) Exista cel putin un varf care nu este marcat cu +; in aceasta

situatie graful nu este tare conex.

Pentru graful din figura 3.2, putem constata cu usurintd ca
orice varf poate fi marcat cu +, deci graful este tare conex.

5. Fie H=(X,Y) un arbore si Hi=(X;,U1), Hx=(X;,U,) doi
Subarbori ai sai. Daca Y=X;X,, sd se demonstreze ca Y este
multimea varfurilor unui subarbore al lui H.

Demonstratie: Deoarece H este arbore, rezulta ca subgraful A
indus de Y este fara cicluri. Mai trebuie sa demonstram ca el este
conex. Fie x si y doud varfuri din Y. In H; si H, existd lanturi intre X
si y. Fie lanturile elementare care leaga cele doud varfuri in Hy,
respectiv H,. Ele sunt si lanturi elementare in H. Dar intr-un arbore
intre doud varfuri existd un lant elementar unic care le leaga, altfel
s-ar forma un ciclu. Deci cele doud lanturi coincid, si sunt prin
urmare formate din varfuri care apartin ambelor mulfimi X; si X».
Am obtinut deci un lant format cu varfuri din Y care leaga cele
doua varfuri X si y, deci am demonstrat conexitatea lui A.

6. Fie D=(x,...,y) un drum de la x lay (x=Y) in graful orientat
G. Sa se arate ca exista un drum elementar de la x lay in G.

Demonstratie: Fie k primul nod in D care se repetd deci
D=(x,....Lkj,....q.kp, ...,y); se considera D1=(x,...Lk,p, ...,y) obtinut
din D prin eliminarea portiunii de la prima aparitie a lui k (inclusiv)
pana la urmatoarea aparitie a lui K (exclusiv). Daca drumul astfel
obtinut este elementar ne oprim altfel aplicam asupra lui D, acelasi
procedeu pana cand nu mai exista noduri care se repeta.

7. Sa se demonstreze ca un graf neorientat G contine o
mulfime de cicluri elementare astfel incat fiecare muchie a lui G
apartine exact unuia din aceste cicluri elementare daca si numai
daca toate gradele varfurilor lui G sunt numere pare.

Demonstratie: Daca gradele tuturor varfurilor grafului G sunt
numere pare, rezultd cd fiecare componentd conexa care nu este
formata doar dintr-un varf izolat este un subgraf eulerian. Rezulta
ca fiecare muchie apartine unui singur ciclu. Dar orice ciclu care
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nu este elementar se descompune in cicluri elementare. Invers,
dacd fiecare muchie aparfine exact unui ciclu elementar, sa
observam ca apartenenta unui varf la un ciclu consuma doua unitati
din gradul sau. Rezulta ca pentru V xe X, d(x) este numar par.

8. Sa se demonstreze ca in graful neorientat conex si planar G
cu n varfuri si m muchii, a carui reprezentare planara are f fete
(inclusiv fata de infinitd) are loc relatia lui Euler: n-m+f=2

Demonstragie: Un graf se numeste planar daca el are o
reprezentare in plan astfel incat muchiile lui nu se intersecteaza
decat cel mult in varfuri. Demonstram relatia lui Euler prin
inductie dupa f. Pentru f=1, graful G fiind conex, deoarece f=1 (in
reprezentarea planara exista doar fata infinitd), rezulta ca el nu are
cicluri. Rezultd ca G este arbore si deci m=n-1. In acest caz relatia
se verifica: n-(n-1)+1=2. Presupunem relatia adevarata pentru
grafurile planare conexe cu f fete (f>1) si s-o demonstram pentru
grafurile planare conexe cu f+1 fete. Fie G un graf planar conex cu
f+1 fete. Deoarece f>1, rezulta ca f+1>2 si deci graful admite o
reprezentare planara in care apare macar o fatad diferitd de cea
infinitd. Fie o muchie U ce apartine frontierei unei asemenea fete.
Prin eliminarea muchiei u se obtine un graf conex, cu acelasi
numar de varfuri, de asemenea planar, dar in care m;=m-1 si
fi=(f+1)-1=f. In el relatia lui Euler este satisfacuti, conform
ipotezei inductive. Rezulta ca: n-mp+f;=2. Inlocuind m; si fy cu
valorile lor, obtinem: n-(m-1)+f=2, adica: n-m+(f+1)=2, ceea ce
voiam sd demonstram. Din cele doua etape ale inductiei, rezulta ca
relatia lui Euler este satisfacutd in grafuri planare si conexe.

9. Sa se determine valoarea fluxului maxim care traverseaza
reteaua de ransport R =(X,U) dati in figura 3.3.
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Fig. 3.3

Rezolvare:

Aplicam algoritmul Ford-Fulkerson. Ideia algoritmului consta
dintr-un procedeu de marcare a varfurilor, pe baza caruia se
imbunatateste succesiv valoarea fluxului pind cind se obtine un
flux maximal.

I. Definim fluxul initial f(u)=0 V ueU.

Il. Determindm lanturile nesaturate de la intrarea retelei X3
pana la iesirea retelei Xg prin urmétorul procedeu de marcare:

a) marcam intrarea X; cu semnul “+”;
b) marcam cu semnul “+X,” oricare varf X, nemarcat cu

proprietatea ca arcul (Xi » X ) e U este nesaturat;

2

C) marcam cu semnul “-X,” oricare varf X, nemarcat cu

proprietatea ca arcul (x;,x, )€U are un flux nenul, adica
f(x,x)>0.
Ill.Determindm cantitatea de flux &, cu care marim sau
micsoram fluxul pe fiecare arc din drumul (lantul) ales:
g1 =min(c(u) — f(u)), ue U *, (U ¥ - multimea arcelor,
orientate de la intrare spre iesire ).
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&, = min(f (u)) ue U ", (U - multimea arcelor, orientate de la
iesire spre intrare).
& daca U =¢
min(g,s,), daca U ¢
IV. Daci ¢ >0, definim un nou flux f,(u) astfel:
f(u)daci ugl
f(u)=4f(u)+edaca ueU”
f(u)-s,daca ueU-
| - drumul(lanful) ales.
V. Repetam pasii 11, I1I si IV cu fluxul nou obtinut.
Daca prin acest procedeu de marcare nu putem marca iesirea
retelei, atunci fluxul are o valoare maxima la iesire, iar multimea

arcelor care unesc varfurile marcate cu varfurile care nu au putut fi
Marcate constituie o taietura de capacitate minima (sectiunea

E =

minimald).
In urma marcarii varfurilor obtinem urmatoarecle
languri(drumuri):
1,={1,2,5,6,7,9} £1=min(8,6,3,4,9)=3
1,={1,2,5,7,9} £ ,=min(8-3,6-3,5,9-3)=3
1,={1,2,4,8,7,9} £3=min(8-6,5,4,5,9-6)=2
1,={1,5,7,9} £ 4=min(6,5-3,9-8)=1
1s-={1,3,6,7,4,8,9} £5=min(9,6,4-3,3,4-2,6)=1
1={1,5,7,4,8,9} £ g=min(6-1,5-4,3-1,4-3,6-1)=1

1.={1,5,2,4,7,8,9} £7=min(6-2,6,5-2,2,2,6-2)=2
Sectiunea minimala se obtine pentru A={7,8,9}(multimea
virfurilor nemarcate)
o (A) = {(6,7), (5,7), (4,8)}- taietura de capacitate minima.
C(w_ (A)) =4 +5+4 =13 - capacitatea taieturii.
Conform teoremei lui Ford-Fulkerson
f..9=clo (A)=13 (fig. 3.4).
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paezecs

+6,+5,+8;
15,126,154,

10. Folosind algoritmul Ford-Fulkerson sa se determine
valoarea fluxului maxim care traverseaza reteaua de transport
datd 1n figura 3.5.

Fig. 3.5

Rezolvare:
I. Vom considera fluxul initial f(u)=0 V ueU.
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I. Determinam lanturile nesaturate si cantitatea de flux &, cu care
marim sau micsoram fluxul pe fiecare arc din drumul (lantul) ales:

l,={a,1,2,b} £1=min(2,4,2)=2
I,={a,3,b} £,=min(1,2)=1
I;={a,2,3,b} &3=min(3,1,2-1)=1
1,={a,2,1,b} & 4=min(3-1,2,3)=2

II1. Determinam multimea virfurilor nemarcate: A={1,2,3,b}
IV. Determinam taietura si capacitatea taieturii:

o (A)={(a1)(a2)(a3) clo (A)=2+3+1=6
f...b=clo (A)=6 (fig. 3.6)

11. Sa se determine pentru graful din figura 3.7 drumul de valoare
minima intre varfurile X, si X, conform algoritmului lui Ford.




Algoritmul lui Ford permite determinarea drumului de valoare
minimd de la un varf fixat pand la toate celelalte varfuri ale
grafului orientat dat.

I. Varfului initial 1i atribuim eticheta H, =0.

Il. La toate celelalte varfuri le atribuim eticheta H; =oo.
(coreprezinta lungimea unui drum arbitrar de la varful x; pana la
varful ;).

III. Calculdm diferentele H; —H, pentru fiecare arc (xi,xj) a
grafului dat si le compardm cu ponderea arcului (Xi ' X; ):

a) H; —H; <L, L;- ponderea (lungimea) arcului (xi,xj)
b) H; —H, > L
¢) H;-H; =L

Cazul ¢) permite micsorarea distanei dintre varful X; si X;:
H,=L;+H,

Pasul 111 1l repetam atat timp cat exista arce pentru care are loc
inegalitatea ,,c”. Etchitele H, vor defini distanta de la varful X
pana la varful x;.

IV. Stabilim secventa de varfuri care formeaza drumul minim.
Plecam de la varful final X; spre cel inifial. Predecesorul lui X; va

fi considerat x;, daca are loc H; —H; =L;. Dacéd exista citeva
arce, pentru care are loc aceasta relatie, alegem la optiune.

Rezolvare:

I. H,=0;

Il. Hj =;

I1l. Examinam toate arcele care iese din varful X, :
H>-Hi>Lyo 0-0>5 = H,=H;+L;,=0+5=5
Hs-Hi>L1a w0-0>5 = Hs=H;+L;,=0+5=5
He-Hi>Le 0-0>8 = He=H;+L5=0+8=8
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Hs-Hi>L s 0-0>6 = Hs=H;+L;5=0+6=6

Hs-Hi>L1s 0-0>3 = Hs=H;+L;3=0+3=3

(fig. 3.8)

Examinam toate arcele care iese din varful X,:

Ha-Ho<Lo4 5-5<1= Eticheta la varful x, nu se schimba.
Hs-H><Los 6-5<4 = Eticheta la varful x; nu se schimba.
Examindm toate arcele care iese din varful X, :

Hs-H3z>L3s 6-3>2 = Hs=H3+L35=3+2=5

Examindm toate arcele care iese din varful X, :

Hs-Hi<lLss 5-5<3 = Eticheta la varful X, nu se schimba.
He-Hi<Lsg 8-5<5= Eticheta la varful x; nu se schimba.
Examinam toate arcele care iese din varful X;:

He-Hs<Lsg 8-5<4 = Eticheta la varful x; nu se schimba.
H7-Hs>Ls7 0-5>6= H;=Hs+Ls;=5+6=11

Examinam toate arcele care iese din varful X;:

H7-He<Le7 11-8<5 = Eticheta la varful X, nu se schimba.

Rezolvarea problemei poate fi scrisa cu ajutorul unui tabel
(fig.3.8)

112 |3|4|5|6]| 7

| 0|0 |ow|ow ||| ©

1 5{3|5|6|8]| x

i, o0

|V3 5 o0

V, o0

Vg 11
Vg

o
3
w
o
o
o)
=

Fig.3.8
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lin (L 7)=11

IV. Determinam drumul minim: H, -H,=L,,, 11-5=6
H.-H,=L,, 53=2
H,-H, =L,, 3-0=3

Drumul corespunzator valorii minime 11: e e a

12. Folosind algoritmului Iui Ford sa se determine drumul de
valoare maxima intre varfurile X, si x, ale grafului din figura 3.6.

Rezolvare:

I. Hy=0;

Il. H; =—o0;

III. Examindm toate arcele care iese din varful X :
Ho-Hi<Lio -00-0<5= Hy=H;+L;,=0+5=5
Hs-Hi<Lig -0-0<5 = H;=H;+L14=0+5=5
He-H1<Lis -00-0<8 = Hg=H;+L16=0+8=8
Hs-Hi<Lis -00-0<6 = Hs=H;+L15=0+6=6
Hs-Hi<Li3 -0-0<3 = Hs=H;+L;5=0+3=3
(fig. 3.10)

Examinam toate arcele care iese din varful X, :
Ha-Ho<Los 5-5<1 = Hs=H,+L,4=5+1=6
Hs-Ha<Los 6-5<4 = Hs=H,+L,5=5+4=9

Examinam toate arcele care iese din varful X, :
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Hs-H3s>L3s 9-3>2 = Eticheta la virful X, nu se schimba.

Examinam toate arcele care iese din varful X, :

Hs-Hs=L4s 9-6=3 = Eticheta la varful X, nu se schimba.
He-Ha<lLse 8-6<6 = He=H4+L46=6+5=11
Examindm toate arcele care iese din varful X;:
He-Hs<Lsg 11-9<4 = He=Hs+Lgc=9+4=13
H7-Hs<lLs7 -00-9<6 = H7=Hs+L5;=9+6=15
Examindm toate arcele care iese din varful X;:
H7-He<Le7 15-13<6= H;=Hg+Lg7=13+5=18
1 2 3 4 5 6 7
| 0 =00 =00 -00 -00 -00 -00
1 5 3 5 6 8 -00
i, 6 9 -00
|V3 =00
V4 11 =00
Vi, 13 | 15
Vllg 18
Fig.3.10
| (1—7)=18

IV. Determinam drumul maxim: H, -H, =L,,, 18-13=5
H—H,=L,, 13-9=4
H.-H,=L,, 9-6=3
H.-H,=L,, 9-5=4
H,-H,=L,,, 6-55=1
H,-H, =L, 50=5

Drumurile corespunzatoare valorii maxime 18:
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13.Pentru graful din figura 3.6 si se determine drumul de
valoare minima intre varfurile x si X, folosind algoritmul

Bellman-Calaba.

Rezolvare:

Algoritmul Bellman-Calaba permite determinarea drumului de
valoare minima din fiecare varf a grafului pana la un varf fixat,
numit varf final.

Etapa I. Construim matricea ponderata de adiacentd a grafului
dat G=(X,U): (fig. 3.11)

a) m; = Lij, dacd exista arcul (x;, X;) de pondere Lj;;

b) m;= oo, unde oo este un numar foarte mare (de tip intreg maximal
pentru calculatorul dat), daca arcul (X, X)) este lipsd; (ooreprezinta
lungimea unui drum arbitrar de la varful x; pand la varful x;);

¢) m;=0,dacdi=]j.

Etapa a ll-a. Elaboram un vector Vj in felul urmator:

a) V. =L,,, daci existd arcul (X;, X), unde X, este varful final
pentru care se cautda drumul minim, L;, este ponderea acestui arc;

b) Vi0 = o0, daca arcul (Xj, Xn) este lipsa;

¢) V°=0, daci i =n,

Etapa a Ill-a. Calculam iterativ vectorul V in conformitate cu
urmatorul procedeu:

Vi = min{Lij +V(‘})’l}, unde i =12,..,n-1, j=12,..,ni#j

vV =0.

Daci V* =V**- STOP.

Componenta cu numdrul i a vectorului V. cu valoarea diferiti de
zero ne va da valoarea minimd a drumului dintre varfurile X; si X, .

Etapa a IV-a. Determindm drumul de la varful x; pana la varful
X, , care corespunde valorii minime:
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Vi=L+V = L =V -V

V(i) =min {L:LZ +V201 L13 +V301 L14 +V40’ L15 +V501 L:LG +V60’ L17 +V70}:
—min{5+00,3+00,5+%,6+68+5,00+0}=12

Vi = min{Ly, V%, Ly + V2, Lyy + V2, Lyg +V, Lyg +V0, Ly, +V0 | =
= min{oo+oo,oo+oo,l+oo,4+6,oo+5,oo+0}:10

V(é) = min{'—31 +V101 L, +Vzov Ly, +V4Ov Lss +Vsov L +V601 L, +V7O}=
= min{oo+oo,oo+oo,oo+oo,2+6,oo+5,oo+0}=8

V) = min{Ly, + V% Ly V2, Lyg + V2, Lg +V2, Lyg + V2, Ly, +V,0 =
= min{oo+oo,oo+oo,oo+oo,3+6,5+5,oo+0}=9

V(é) = min {L51 +V10, Ls +Vzov Lss +V301 Ls, +V401 Lse +Veov Ls; +V70}:
= min{oo+oo,oo+oo,oo+oo,oo+oo,4+5,6+0}:6

V(%s) = min{Lﬁl +V10, L62 +V201 L63 +V307 L64 +V4Ol L65 +Vsov L67 +V70}=
= min{oo+oo,oo+oo,oo+oo,oo+oo,oo+6,5+0}:5

V(12) =min {Liz +V21' L13 +V311 L14 +V41' L15 +V511 L16 +V61’ L17 +V71}:
=min{5+10,3+85+9,6 +6,8+5,00+0}=11

V) = min{Ly, + Vi Ly + Vi Ly +VE L +VE, Lo +ViE, Ly, +VE =
= min{oo+12,00+81+9,4+ 6,00+ 5,00+ 0} =10

Vé) = min{Le.l +V111 Lsz +V21! L34 +V41’ L35 +V51’ L36 +V61' L37 +V7l}:
= min{eo +12,00+10,00+9,2 + 6,00 + 5,00+ 0} =8

VE = min{Ly, +ViE Ly + V2 Lig V2, Lig + Vi, L +ViE, Ly +VE | =
= min{oo+12,00+10,00+8,3+6,5+5,00+0} =9

V(g) = min{'—m +Vilv Ls, +V21' Lss +V31- Ls, +V41' Lse +V61' Ls; +V71}=
= min{oo+12,00+10,00+ 8,00+ 9,4+ 5,6 + 0} = 6

V(ezs) = min{LGl +V11’ Le, +V211 Les +V311 L, +V411 Les +V51’ Le, +V71}:
= min{oo+12,00+10,00+ 8,00+ 9,00+ 6,5+ 0} =5

V(f) = min{le +V22’ Lis +V32’ L, +V42= Lis +V52’ Lis +V62’ L, +V72}=
=min{5+10,3+8,5+9,6 +6,8+5,00+0}=11

52



VE) =min{Ly, + V2, Ly +V2, Ly +V2, Lyg +Vi2, Ly +VE, Ly, +V2 =
= min{oo+11,00+81+ 9,4+ 6,00+ 5,00+ 0} =10

VE) = min Ly, +Vi2, Loy +V2, Ly +V2, Lg +VE2 Ly +VE, Ly, +V2 | =
= min{oo+ll,oo+10,oo+9,2+6,oo+5,oo+0}:8

VE) = min{Ly, + V2, Ly + V22, Lig + V2, Lig + V2, Lig + V3, Ly, +V2 )=
= min{oo+11,00+10,00+8,3+ 6,5+ 5,00+ 0} =9

V) = min{L51 V%, Ly +V5 Ly +V57 Lgy +V) Lgs +V5 Ly +V73}=
=min{oo+11,00+10,00+8,00+9,4+56+0} =6

VE) = min{Le, + V2, L, + Vi, Ly + V2, Loy +V2, Lg +VE, L, +V7 =
= min{oo +11,00+10,00 + 8,00+ 9,00+ 6,5+ 0} =5

Observidm cd am ajuns la V.* =V,”- STOP (fig.3.11)

1 2 3 4 5 6 7
1 0 5 3 5 6 8 o0
2 00 0 00 1 4 00 00
3 00 o0 0 o0 2 o0 o0
4 o0 o0 00 0 3 5 00
5 o0 o0 o0 00 0 4 6
6 o0 o0 o0 o0 o0 0 5
7 o0 o0 0 0 0 0 0
V(?) 0 00 0 0 6 5 0
Viyl12 |10 |8 |9 |6 |5 |0
Vi1 |8 |9 |6 |50
Vi1 | |8 |9 |6 |50
Fig. 3.11
Imin (1_ 7) =11
Determinam drumul de valoare minima:
Lis=V) =V, Ls=Vs =V L, =Vs -V,
3=11-8 2=8-6 6=6-0

Drumul corespunzitor valorii minime 11: e e a
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14. Pentru graful din figura 3.6 sa se determine drumul de valoare

maxima intre varfurile x, si x, folosind algoritmul Bellman-Calaba.

Rezolvare:
Etapa I. Construim matricea ponderata de adiacenta a grafului

dat G=(X,U):

a) m; = Ljj, dacd exista arcul (x;, Xj) de pondere Ljj;

b) m; = -oo, daca arcul (X;, Xj) este lipsa;

¢) m;=0,dacdi=]j.

Etapa a ll-a. Elaboram un vector Vj in felul urmator:

a) V. = L,,, daci existd arcul (X;, X), unde X, este varful final

in»

pentru care se cautd drumul maxim, L;, este ponderea acestui arc;

b) V,° = —o0, daci arcul (i, Xn) este lipsi;
¢) V=0, dacd i =n.
Etapa a Ill-a. Calculam iterativ vectorul V in conformitate cu

urmatorul procedeu:

VY =max{L, +V5, unde i=12,..,n—1 j=12,..ni = ]
vV =0.

Daca V¥ =V**- STOP (fig. 3.12)

Componenta cu numarul i a vectorului Vik cu valoarea diferitd de

zero ne va da valoarea maxima a drumului dintre varfurile X; si X, .

Etapa a IV-a. Determinam drumul de la varful X pana la varful

X,, care corespunde valorii maxime:

k k- Kk K— .
VE =L +VE = L =VE -V (fig. 3.12)

|, (1—7)=18

Determinam drumul de valoare maxima:

L, =V, -V, Ly=Vo =V, L=V, =Vs L;=V,-V,
5=18-13 1=13-12 4=13-9 3=12-9
Lss :V5 _Ve L67 :VG _V7

4=9_5 5=5-0
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1 [ 23] 4]5 (67
1 0[5 [ 35 6|8 |-©
2 -0 0 -0 1 4 -0 | -00
3 -00 | -00 0 -0 2 -00 | -00
4 | -00 | -00 | -00 0 3 5 | -
5 -0 | -00 | -0 | -00 0 4 6
6 -0 | -00 | -00 | -00 | -00 0 5
7 -00 | -00 | -00 | -00 | -00 | -00 0
V(?) -0 | -0 | -0 | -0 | 6 5 0
Viy| 13| 10| 8 |10] 9|5 |0
Vi | 15|13 |11 |12] 9|5 |0
Vi |18 |13 |1 12| 9 |5 |0
Vi 1813|1129 |5 |0

Fig. 3.12

Drumurile corespunzatoare valorii maxime 18:

15. Pentru graful reprezentat in figura 3.13 sa se determine
drumul hamiltonian:
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Rezolvare:

Un drum care trece o singurd datd prin fiecare varf al sau se
numeste drum elementar. Un drum elementar, ce trece prin toate
varfurile grafului, se numeste drum hamiltonian.

Graful dat este orientat $i nu contine circuite. Aplicdm
urmatorul algoritm:

I. Construim matricea de adiacentd a grafului dat A = {aij }

(fig. 3.14):

x
i
X
5
X
&
x
&
X
&

X1
X2
X3
Xy
Xs
X

o|Oo|O|Oo|Oo|o

ROk, O|O

oO|Oo|O|Oo|—|O
OO |O|O|F |-

Q| |o|o|lojr|+
= |o|o|o|r|o|r (X

Fig. 3.14

Il. Determindm matricea drumurilor D__ = {d i }, unde

nxn

(fig. 3.15)

ij

d - {1, daca existd drum din X; in X;
0,1n caz contrar

Construirea unei linii i, a matricii drumurilor:

a) daca linia i din matricea de adiacenta are elementele
&, - &, €gale cu 1, atunci la elementele liniei i se adund
boolean liniile p,r,...,v si fie ca elementele noi, egale cu I,
generate in linia i, sunt dia,dw,...,du;

b) adunam boolean liniile «, f,...,A ale matricii de adiacenta
la linia i,, generand sau nu elemente noi 1n linia i;

C) repetam pasul b) panda vom ajunge la una din urmatoarele
situatii:

1) toate elementele liniei i sunt egale cu 1;

2) nu se mai pot genera alte elemente diferite de 0 in linia i si
se completeaza locurile ramase cu 0.
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Repetam punctele a), b) si ¢) pentru toate liniile matricei de
adiacenta si astfel obfinem matricea drumurilor (fig. 3.15).

X1 | X2 | X3 | Xa | X5 | Xs | P(Xy)
X1 |0 [0 |1 |1 |1 |1 4
X, |1 [0 |1 |1 |1 |1 5
X3 [0 [0 |0 |1 |1 ]O 2
X, |0 |0 |0 |0 |1 ]|O 1
Xs [0 |0 |0 |0 |0 |O 0
Xs |0 [0 |1 |1 |1 |0 3
Fig.3.15

III. Calculam puterile de atingere a varfurilor, calculand
sumele elementelor liniilor matricei drumurilor. Numim putere de

atingere a unui virf X, numadrul de virfuri, care pot fi atinse din X;.
Calculam suma puterilor de atingere a virfurilor Z p(x;):

> P(x)=4+5+2+1+0+3=15

IV. Comparam ZP(Xi) cu n n(nz—l) (N — numarul de

varfuri). Daca sunt egale, atunci 3 drum hamiltonian:
n(n2—1) = 6(62_1) =15 = 3 drum hamiltonian

V. Scriem succesiunea de varfuri in ordinea de descrestere a
puterilor virfurilor, acesta fiind drumul hamiltonian in graful dat:

16. Un graf orientat si fard circuite nu poate avea decit un
singur drum hamiltonian.

Rezolvare: Singura succesiune a varfurilor X;,X,,..., X, C€
conduce la un drum hamiltonian este de forma
(¢ ) 06,05 o (630 ).

In adevar, orice alta succesiune a tuturor varfurilor contine cel
putin o inversiune a indicilor, caci daca presupunem ca mai exista
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un drum hamiltonian atunci succesiunea de varfuri corespunzatoare
contine cel putin un arc de forma (x;,x; ) cu j <i. De aici, linia
x; precede linia x; in T', deci t; =1, adica existd cel putin un
drum de la X'j la x; ceea ce este incompatibil cu existenta in graf a

arcului (x;, X, ), cu care ar forma un circuit.

17. Sa se determine pentru graful din figura 3.16 drumurile
hamiltoniene.

Rezolvare:

Graful dat este orientat si contine circuite. Aplicam algoritmul
lui Kaufman, care permite determinarea drumurilor de orice
lungime ale unui graf orientat (cu sau fara circuite), in particular si
drumurile hamiltoniene (daca ele exista):

I. Scriem matricea latina L corespunzatoare grafului dat (fig.3.17):

L =

1 2 |3 |4 |5 6

0 1213 |0 15| 0 1
0O [0 |0 |24|0 26 | 2
0 [32|0 (340 |0 |3
O (42430 |0 |46 |4
0O [0 |[53|54|0 |0 |5
61(0 |0 |O (O |O |6

Fig.3.17

58



I1. Din matricea L obtinem matricea L , daci vom suprima din
fiecare casutd varful initial ce apartine arcului inscris in ea
(fig.3.18):

L =

ROO|O|0|O|F
O|OIN|INOIN|N
OlWWoo|lw|w
o|o|oo|Oojov|O|o

OO |WIN|F

[11. Facem produsul latin (l.) dintre matricea L si L si obtinem
matricea L*, ale cirei elemente se obtin dupi regulile folosite la
inmultirea matricelor, la care se mai adauga:

1) elementele matricei produs sunt 0 daca cel putin o casuta
corespunzatoare contine 0 sau daca nu se poate face o secventa de
litere distincte;

2) se vor trece 1n rest toate secventele distincte care apar cind
se efectueaza produsul;

L? = L)L (fig. 3.19)

1 2 3 4 5 6

0 132 | 153 | 124,134,154 | © 126 1
261 0 243 0 0 246 2

0 342 0 324 0 [326346[ 3
461 [ 432 0 0 0 426 4

0 |532,542 | 543 534 0 546 5

0 612 [ 613 0 615 0 6

Fig.3.19

Elementele matricei L’ reprezinti toate drumurile elementare
de lungime 2.

IV. L* = L2(I.)L (fig. 3.20)
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Elementele matricei L®reprezinti toate drumurile elementare

de lungime 3.

IV. L = (1)L (fig. 3.21)

1 2 3 4 5 6
0 1532 | 1243 1324 0 1326,1246
1342 | 1543 1534 1346,1546
1542
2461 0 2613 0 2615 0
3261 0 0 0 0 3426
3461 3246
4261 | 4612 | 4613 0 4615 4326
5461 | 5432 0 5324 0 5326
5342 5426
5346
0 6132 | 6153 6124 0 0
6134
6154
Fig.3.20
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1 2 3 4 5 6
0 15432 0 15324 0 15326,13426
15342 15426,13246
15346
0 0 24613 | 26134 | 24615 0
26153 | 26154
34261 | 34612 0 0 32615 0
32461 34615
43261 | 46132 | 42613 0 42615 0
46153
53261 | 54612 | 54613 0 0 54326
54261 53426
53461 53246
0 61532 | 61243 | 61324 0 0
61342 | 61543 | 61534
61542
Fig.3.21




Elementele matricei L*reprezinti toate drumurile elementare
de lungime 4.

IV. Drumurile elementare de lungime 5, care in cazul grafului
dat sint drumuri hamiltoniene, sint date de elementele matricei

L° = L*(1)L" (fig. 3.22)

1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 154326 | 1
153426
153246

0 0 261543 | 261534 0 0 2

246153
0 0 0 326154 | 342615 0 3
324615

0 461532 | 426153 0 432615 0 4

543261 | 534612 | 542613 0 0 0 5
534261 | 546132
532461
0 615432 0 615324 0 0 6
615342
Fig.3.22

18. Desenati graful relatiei reflexive a>b, unde
abeM={23}.
Rezolvare: (fig. 3.23).

Nie £

1 2

Fig. 3.23
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19. Pe multimea M= {1,2,3} se defineste relatia R="mai mic”.
Scrieti elementele multimii R. Stabilifi proprietatile relatiei R.
Desenati graful.

Rezolvare: R = {(1,2); (1,3);(2,3)}, (fig.3.24).

Relatia data este:

1. antireflexiva, deoarece nu existd a € M, pentru care ar avea
loc aRa, de exemplu 1 nu este mai mic decit 1;

2. nu este simetrica, deoarece nu exista pereci (a, b)e M?2,
pentru care ar avea loc: din aRb = bRa, de exemplu din 1R2 nu
rezulta 2R1;

3. tranzitiva, deoarece din aRb si bRc = aRc, de exemplu din
1R2 i 2R3 = 1R3.

1 O >0 2

Fig. 3.24
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3.2. PROBLEME PROPUSE

1. Fie graful G = (X,U)din figura 3.25. Sa se gaseasci relatiile

care definesc aplicatia multivoca U a mulfimii X ={1,_7} in
multimea X.

2. Sa se arate ca un graf neorientat cu n varfuri si cel putin n
muchii contine cel putin un ciclu.
3. S& se cerceteze daca existd un graf neorientat cu 10 varfuri
pentru care sirul gradelor varfurilor sale este respectv:
1,1,1,3,3,34,6,7,9.
4. Fiind datd matricea de adiacentd a unui graf orientat, cum
putem deduce:
a) care sunt gradele varfurilor;
b) dacd exista varfuri izolate;
c¢) daca graful este complet.
5. Sa se arate ca daca graful orientat G cu multimea de varfuri
X are m arce, au loc egalitatile:

>d(x)=>1d"(x)=m

xeX xeX
6. Folosind procedeul de marcaj, sa se verifice ca graful din figura
3.26 este tare conex, iar graful din figura 3.27 nu este tare conex.
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Fig. 3.26 Fig. 3.27

7. Folosind algoritmul Bellman-Calaba, si se determine
drumul de valoare minima intre varfurile 1 si 8 ale grafului dat in
figura 3.28.

Fig.3.28

8. Desenati un graf cu sase varfuri, care corespunde relatiei:
a) reflexive;
b) antireflexive.

9. Pe multimea M= {2,3,4,7} se defineste relatia R="mai
mare”. Scrieti elementele multimii R. Stabilifi proprietatile relatiei
R. Desenati graful.

10. Fie M — multimea copiilor unor parinti: {lurie, Victor, Diana}.
Pe multimea M se defineste relatia R="" este frate”. Scrieti elementele
multimii R. Stabiliti proprietatile relatiei R. Desenati graful.
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11. Pentru graful reprezentat in figura 3.29 se cere sa se determine
drumul de valoare minima intre varfurile 0 si 9, folosind:
a) algoritmul Belman-Calaba;
b) algoritmul Ford.

12. Folosind algoritmul Bellman-Calaba, sa se determine

drumul de valoare minima intre varfurile 1 si 8 ale grafului dat in
figura 3.30.

Fig.3.30

13. Folosind algoritmul Ford, sa se determine drumul de
valoare minima intre varfurile 1 si 7 ale grafului reprezentat in
figura 3.31.
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Fig.3.31

14. Reteaua din figura 3.32 reprezintd un sistem de comunicare a
datelor cu privire la informatiile asupra necesarului de materiale dintr-0
intreprindere industriala. S& se determine ruta optima care stabileste
timpul optim de transmitere a informatiei, dintre varfurile 0 si 7.

15. O retea telefonica ce se construieste intre localittile 0 si 7
trebuie sd treaca prin unele din localittile 1, 2, ..., 6, localitdfi in
extinde si pentru alte localitati. Costurile instalatiilor intre
localitati, inclusiv instalatia punctelor de racordare, sunt trecute in
graful din figura 3.33, pe arcele (i,j) corespunzatoare.

Se cere sa se determine schema instalatiei retelei telefonice
care trece printr-un numar cit mai mare de localitati, iar costul
instalatiei sa fie minim.
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Fig.3.33

16. Fie graful din figura 3.34. Sa se determine drumul de
valoare minima intre varfurile 1 si 8, folosind:
a) algoritmul Ford,
b) algoritmul Bellman-Calaba.

Fig.3.34

17. Pentru graful G dat in figura 3.35 sd se determine drumul
de valoare minima intre varfurile 0 si 5, folosind:
a) algoritmul Ford,
b) algoritmul Bellman-Calaba.
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18. Sa se determine drumul de valoare minima intre varfurile
1 519 ale grafului dat in figura 3.36, folosind:
a) algoritmul Ford,;
b) algoritmul Bellman-Calaba.

Fig.3.36

19. Dintr-o harta a unui judet, intreprinderea judeteana de
drumuri si poduri si-a extras o configuratie cuprinzind 9 localitati:
0, 1,..., 8 (fig. 3.37) s1 soselele intermediare dintre aceste localitati.

In vederea construirii unei sosele asfaltate dintre localitatile 0
si 8 s-a facut un studiu (luind in consideratie distanta dintre
localitati, numarul podurilor ce vor trebui sd se construiasca,
cheltuielile de organizare cu materiale de constructii etc.), in urma
caruia s-a stabilit un pret informativ mediu (in aceleasi unitati
banesti) pentru fiecare sosea intermediara, pret ce este trecut in
graful dat pe fiecare arc (i,j).
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Se cere sa se intocmeascd un proiect pentru asfaltarea unei
sosele intre localitatile O si 8, astfel incit cheltuielile necesare sa fie
minime §i, in plus, daca este posibil, soseaua sa treaca prin centrul
industrial aflat In localitatea 5, in cazul cind ar exista mai multe
rute pentru care costul total este acelasi, in functie de dezvoltarea
in continuare a acestui judet, existd vreo rutd pentru care se
manifestd un interes mai mare?

Fig.3.37

20. Sa presupunem ca din localitatea 0, este solicitat de urgenta
un produs de catre o sectie a unei intreprinderi din localitatea 6.
Presupunind cd@ pentru transportul produsului se poate folosi
sistemul de linii ferate din figura 3.38, unde a fost indicat pentru
fiecare portiune de cale ferata timpul necesar de deplasare de la o
localitate la alta, sa se determine ruta care trebuie sa se aleaga intre
cele doud localitdti, astfel Incit timpul necesar deplasarii intre
localitatile mentionate sa fie minim.




21. Fie graful din figura 3.39. Sa se determine drumul de
valoare minima intre varfurile 0 si 12, folosind:
a) algoritmul Ford,
b) algoritmul Bellman-Calaba.

22. Folosind algoritmul lui Ford, sd se determine drumul de
valoare maxima intre varfurile 1 si 7 ale grafului dat in figura 3.40.

Fig.3.40

23. Sa se determine drumul de valoare maxima intre varfurile
0 s1 6 ale grafului din figura 3.41, folosind:
a) algoritmul Ford;
b) algoritmul Bellman-Calaba.
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Fig.3.41

24. Pentru graful reprezentat in figura 3.42 se cere sa se determine
drumul de valoare maxima intre varfurile 0 si 8, folosind:
a) algoritmul Ford,;
b) algoritmul Bellman-Calaba .

Fig.3.42

25. Graful din figura 3.43 reprezinta o retea de transport a
materiei prime pentru o uzinad de aluminiu ce se gaseste in punctul
7. Beneficiul maxim calculat, obtinut in urma alegerii unei linii
oarecare de transport (in functie de numarul statiilor de incarcare
existente pe fiecare linie, sau de procentul de steril care difera de la
o statie la alta etc.), este trecut pe fiecare arc al grafului.

Stiind ca mijloacele de transport folosite pentru transportul
materiei prime sunt garate in punctul 0, se cere sa se determine
rutele pentru care beneficiul obtinut este maxim.

71



6
Fig.3.43

26. Un jucator de tenis, care participa la cistigarea titlului de
cel mai bun jucdtor de tenis al anului trebuie sa participe la un
numar de turnee de tenis de diferite categorii cotate fiecare cu cite
un numar diferit de puncte. Posibilitatea de a participa dupa un
turneu din localitatea “k” la un alt turneu din localitatea “j” este
indicata prin graful din figura 3.44; un turneu cistigat in localitatea
j adauga la punctajul general un numar de puncte indicat printr-un
numar atagat varfului j. Se cere sda se afle numarul si ordinea
turneelor care trebuie sa fie cistigate de jucator, pentru a obfine un
punctaj general maxim; participarea la turneul organizat in
localitatea 8 este obligatorie.




27. Folosind algoritmul  Ford-Fulkerson sa se determine
valoarea fluxului maxim care traverseaza reteaua de transport data
in figura 3.45.

Fig.3.45

28. In portul 0 se gasesc 35 de vapoare ce trebuie sa se deplaseze in
portul 9. Deplasarea celor 35 de vapoare dintr-un port in altul se face in
etape, astfel incit In prima etapa trebuie s ajunga cit mai multe dintre ele
in portul 9; in drumul lor, vapoarele trebuie sa mai faca cite o escala in
alte porturi intermediare 2,3,....8 (fig. 3.46). Conditiile de primire,
aprovizionare etc. fac sd existe o limitare a rutelor folosite; capacitatile
existente sunt trecute pe arcele retelei.

Sa se determine un plan optim de transport, astfel incit, in
aceastd etapa sa poata pleca cit mai multe vapoare spre portul 9.




29. Folosind algoritmul Ford-Fulkerson sa se determine
valoarea fluxului maxim care traverseaza reteaua de transport data
in figura 3.47.

30. Folosind algoritmul Ford-Fulkerson sa se determine
valoarea fluxului maxim care traverseaza reteaua de transport data
in figura 3.48.

31. Intre 11 puncte ale unei ferme agricole, existd o retea de
canale reprezentata in figura 3.49, unde pe fiecare arc este trecut
debitul maxim ce poate strabate canalul corespunzator.

Stiind ca apa porneste din punctul 0 si in punctul 10 existda un
lot care are cea mai mare nevoie de apa, se cere sa determine
modul in care trebuie folositd reteaua de canale, astfel incit, in
punctul 10 sa ajungad un debit maxim de apa.
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Fig.3.49

32. Fie 5 produse P, (|:1_5) care vor trebui prelucrate

corespunzator unei relatii de ordine stabilite datoritd necesitatilor
productiei. Relatiile de ordine sint urmatoarele:
- produsul P, precede produsele P, P, si Ps;

- produsul P, precede produsele P,,P,;
- produsul P, precede produsele P, P;;
- produsul P, precede produsul P, ;

Se cere sa se cerceteze daca e posibila prelucrarea produselor tinind
cont de relatiile de ordine stabilite; dacd acest lucru este posibil, se cere sa
se determine succesiunea in care se poate face prelucrarea.

33. Pentru graful reprezentat in figura 3.50 sd se determine
drumurile hamiltoniene.
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34. Prelucrarea unui produs oarecare impune sd treaca prin 6
sectii folosind benzile de transport existente intre aceste sectii
benzi ce sunt reprezentate prin arcele grafului din figura 3.51.

Presupunind ca nu exista o ordine preferentiala in prelucrarea
produsului 1n cele 6 sectii, sd se cerceteze daca sistemul de benzi
existente poate asigura transportul produsului prin cele 6 sectii
existente; dacd acest lucru nu se poate realiza, care este numarul
minim de benzi ce vor trebui construite, astfel incit problema
transportului in cele 6 sectii sa fie posibila.

o
oo
N

Fig.3.51

35. Pentru graful reprezentat in figura 3.52, sa se arate ca nu
existd un drum hamiltonian; sa se gaseascd un numar minim de
arce ce vor trebui adaugate, astfel incit, sa existe in graful dat un
drum hamiltonian.

Fig.3.52

76



36. Fie graful reprezentat in figura 3.53. Folosind inmultirea
latina, sa se determine circuitele hamiltoniene ale grafului dat.

Fig.3.53

37. Folosind inmultireca latind, sa se determine drumul
hamiltonian pentru graful reprezentat in figura 3.54.

Fig.3.54

38. Sa se determine drumul hamiltonian in graful G = (X ,U),
X :{Xl,Xz,X3,X4,X5,X6}
U= {000 %) 006 0% %) (%% ) (% %6 ) (X X6 ) (5%, ),

(%6 %) (X6 %))

39. Sa se determine drumurile hamiltoniene in  graful
G :(X’U)’ X :{Xl’xz’X3’X4}
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U = {00 %), (%% ) (% %6 ) (% X ) (ka0 (% %) (%20 (%4 % )}
40. Sa se determine drumul hamiltonian in graful G = (X U ),

X ={X1,X2,X3,X4,X5,X6}

U = {00 ), (60 %6 ), (60 6 ) (% X6 ) (%5, ), (%6 % ) (%51 % ) (%6 %5 ), (%5 %, )}
41. Sa se determine drumurile hamiltoniene pentru graful

reprezentat in figura 3.55.
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3.3. INDICATII SI RASPUNSURI LA PROBLEMELE
PROPUSE

1. Avem

U, ={1).0.2). 0L3).(.4).05). (16). @.7)}

. =1{22).(25).(27)); Us ={(65).6.7));
U, ={(35).(36).3.7)}; u '

U, ={(44)(46).(4.7)}; U, ={77)}.

2. Numarul maxim de muchii existente intr-un graf cu n varfuri
si fara cicluri este n -1. Daca graful are cel putin n muchii,
proprietatea de a fi fara cicluri dispare.

3. Daca raspunsul ar fi afirmativ, atunci varful 10 este adiacent
cu toate celelalte, deci si cu 7. Din cauza ca varfurile 1,2 si 3 au
gradul 1, rezultd cd varful 9 mai poate fi adiacent cu 10-3-1 = 6
varfuri, absurd, pentru ci d(9)=7.

4. a) Suma elementelor de pe linia i reprezinta gradul exterior
al lui x, iar suma elementelor de pe coloana i reprezintd gradul

interior al lui X;.

C

b) Un varf X, este izolat daca si numai daca linia i si coloana
i a matricii de adiacenta au toate elementele nule.
c) Pentru orice pereche (i,j) cu i j macar unul din
elementele ali, j], a[j,i] este egal cu 1.
5. Fiecare arc (X, y) este numarat o datd si numai o data in
d +(X) si 0 data si numai o datd in d "(y).
7. Se gasesc drumurile: (1,2,7,8), (1,3,6,7,8), (1,3,8) si (1,8) a
caror valoare este 9.
10. (fig.3.56).
R = {(lurie,Victor), (lurie, Diana), (Victor , lurie), (Victor , Diana)},
Relatia data este:

1. antireflexiva, deoarece nu existd a € M, pentru care ar avea
loc aRa, de exemplu lurie nu este frate lui lurie;
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2. nu este simetrici, deoarece nu vV (a,b)e M? din aRb nu

rezultd bRa , de exemplu din lurie R Diana nu rezulta DianaR lurie;

3. nu este tranzitivda, deoarece din aRb si hRc nu rezulta
aRcV (a,b) si (b,c) din R, de exemplu din lurie R Victor si
VictorRlurie nu rezulta lurieRlurie.

lurie 0¢ > OVictor

Diana
Fig. 3.56

11. Valoarea minima 10, este atinsa pe drumul: (0,1,3,6,7,9).

12. Drumurile corespunzatoare valorii minime 17, sunt:
(1,2,3,4,5,6,8), (1,2,5,6,8), (1,3,4,5,6,8).

13. Se gasesc drumurile: (1,4,5,7), (1,3,5,7), (1,2,3,5,7),
(1,4,6,5,7), a caror valoare este 9.

14. Ruta optima care stabileste timpul optim de transmitere a
informatiei, dintre varfurile 0 si 7, este data de drumul de valoare
minima intre varfurile 0 si 7 ale grafului ce reprezinta sistemul de
comunicare a datelor informatiilor. Drumurile de valoare minima 8
care dau rutele optime, sunt (0,2,5,3,7) si (0,2,3,7).

15. Determinarea schemei instalatiei retelei telefonice de cost
minim se reduce la determinarea drumului de valoare minima intre
varfurile 0 si 7 din graful dat. Drumurile de valoare minima 17
sunt: (0,1,2,4,5,6,7), (0,2,45,6,7), (0,1,24,5,7), (0,2,45,7),
(0,1,2,4,7), (0,2,4,7). Dintre toate aceste drumuri de aceeasi
valoare, drumul (0,1,2,4,5,6,7) determind schema instalatiei retelei
telefonice care trece prin numarul cel mai mare de localitati.

16. Drumurile corespunzatoare valorii minime 9, sunt:
(1,2,4,6,8), (1,2,3,5,6,8).

17. Drumul corespunzator valorii minime 10: (0,1,3,2,4,5).

18. Drumul corespunzator valorii minime 7: (1,5,7,9).
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19. Gasirea traseului de cost total minim se reduce la
determinarea drumului de valoare minima intre varfurile 0 si 8 din
graful dat. Drumurile corespunzatoare valorii minime 19, sunt:

A=(0,1,56,7,8), B=(0,1,6,7,8), C=(0,1,5,7,8).

Din punct de vedere economic, existenta solutiei multiple (A
si C) ofera posibilitatea alegerii, dupad nevoie, a unuia sau a
celuilalt drum; in cazul de fata, vom alege drumul A, care trece prin
centrul industrial 5, ca si drumul C, in plus, la acelasi cost, soseaua
trece prin cele mai multe localitati.

20. Se cauta ruta corespunzatoare drumului de valoare minima
in graful care da sistemul de linii ferate intre localitati.
Corespunzator valorii minime 6, se obtine ruta (0,1,4,6).

21. Drumul corespunzator valorii minime 28: (0, 1, 2, 3, 5, 4,
9,8,7,11, 10, 12).

22. Se gasesc drumurile: (1,2,4,5,6,7) si (1,2,5,6,7) a caror
valoare este 18.

23. Drumul (0,1,2,5,6) sau (0,1,2,4,6) cu valoarea maxima 15.

24. Drumul (0,2,4,5,7,8) are valoarea maxima 12.

25. Determinarea rutelor, pentru care beneficiul obtinut este
maxim, se reduce la determinarea drumului de valoare maxima
intre varfurile 0 si 7, ale grafului dat. Drumurile de valoare maxima
22 sunt:

(0,1,2,3,4,5,6,7), (0,2,3,4,5,6,7), (0,1,2,3,4,5,7),

(0,2,3,4,5,7), (0,1,2,3,4,7), (0,2,3,4,7).

In functie de numarul mijloacelor de transport existente, care
difera de la o zi la alta, se poate alege una sau mai multe din rutele
indicate; valoarea maxima gasitd 22, reprezinta beneficiul maxim.

26. Daca fiecarui arc, care are extremitatea finala in varful j, ii
atasam valoarea corespunzatoare varfului, atunci turneele ce vor
trebui cistigate sunt date de succesiunea varfurilor care determina
drumul de valoare maxima intre O si 8.

Drumul de valoare maxima 25 determind un numar de 6 turnee
care vor trebui cistigate; ordinea acestor turnee este datd de de
succesiunea varfurilor din drumul (0,1,2,4,7,6,8); numarul maxim
de puncte ce se pot obtine este 25.

81



27. A={4,56,7}- multimea varfurilor nemarcate

o (A)=1{14) (24).(25) (36)}- taictura
o =Cclo (A)=14.

28. Planul optim de transport cerut, este determinat de fluxul
maxim ce traverseaza reteaua. Aplicind algoritmul Ford-Fulkerson
plecind de la fluxul initial egal cu zero, se determind un flux
maximal care ne da planul optim de transport. Valoarea fluxului
maxim este determinatd de capacitatea sectiunii minimale:

o (A)={16),(56).(57).(47),89) si f. =clo (A)=28; de
aici, deducem ca intr-o prima etapa, putem trimite din portul O spre
portul 9, un numar de 28 vapoare.

29. A={2456,7}- multimea varfurilor nemarcate

o (A)={02),(0,2)35),(3,6)} - taietura

fo =l (A)=c(01)+c(0,2)+c(35)+c(3,6)=8+5+2+4=19
30. A={,24, 5 6} - multimea varfurilor nemarcate

() {01).(0,2),(34),(35)} - taietura
=l (A)=c(01)+c(0.2)+c(34)+c(35)=7+6+2+5=20
31 {78910} “(A)={17).(420),(6,8),(510),(39)}
o =l (A)=10+10+1+10+10=41

32. Definim un graf (fig. 3.57), care are 5 varfuri
corespunzatoare produselor date. Problema revine la determinarea
drumului hamiltonian in acest graf orientat care nu are circuite.

Deoarece » P(x,) = @ =10, graful are un drum

hamiltonian. Succesiunea varfurilor grafului, datd de ordinea
descrescatoare a puterilor de atingere, determind drumul
hamiltonian d,, =(P,,P,,P,,P,,P,), care ne di si ordinea de
prelucrare a produselor.
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1 2 |3 |4 [5 |6

0 0 [0 [o o o [1
0 0 [0 [o o o [2
0 0 [0 [o o o [3
452631 |0 [0 [0 [0 [0 [4
0 0 [0 [o o o [5
634521 [0 |0 [0 [o [0 [6

Fig.3.58

34. Problema revine la cercetarea drumurilor hamiltoniene
pentru graful considerat. Din matricea drumurilor

X1 | X2 | X3 | Xa | Xs | Xs | P(Xy)
X [0 |0 |0 |0 |0 |O 0
X, |1 [0 |1 |0 |0 |1 3
X3 |1 |0 |0 |0 |0 |O 1
X, |1 [0 |1 |0 |1 |1 4
Xs [1 [0 |0 |0 |0 |1 2
Xs [0 |0 |0 |0 |0 |O 0
Fig.3.59

n(n-1 - .
se observa ca ZP(xi) % ( 5 ) deci asigurarea transportului cu
numarul existent de benzi nu se poate face.
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Dacéa in triangularizarea matricei drumurilor vom alege o
asemenea ordine incit numarul zerourilor care se asaza imediat
deasupra diagonalei principale sd fie cit mai mic (alegind dintre
liniille cu aceeasi putere de atingere cele corespunzatoare
coloanelor cu mai putine zerouri), vom obtine urmatoarea matrice:

Xq X5 Xo X6 X3 X1
X4 |0 |1 |0 1)1 1
X [0 [0 [[o][1 [0 [t
X |0 |0 |0 1|1 1
X [0 |0 [0 |0 [[o] [0
X3 |0 |0 |0 0 |0 1
X1 |0 |0 |0 0 |0 0

Fig.3.60

Adaugarea arcelor (5,2) si (6,3), ceea ce corespunde la
instalarea benzilor intre sectiile 5,2 si 6,3, asigura transportul
produsului intre cele 6 sectii, care va trebui organizat in ordinea:
45,2,6,3,1.

35. Deoarece numarul elementelor diferite de zero este

15¢n(nT—1), in graful dat nu existi un drum hamiltonian.

Adaugarea arcelor (6,4) si (3,7) asigurd existenta drumului
hamiltonian d,, =(2,6,453,7,1).

36. L° = (1)L = L*(L)L°) =

254361

543612

612543

361254

2
0
2
0
0
0
0

O O|Oo|wWOo(o|w
O O|O|0O|Oo(o|o

O|O|0|0|Oo(kr |-

O o|h~h|OIOO|>

oo |o|lo(o|juol

OO |WIN|F

125436

Fig.3.61
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37.d, =(4526,31).
38. d,, =(4,6,5123).
39. LP=L%(I)L =

1 2 3 4
0 0 1243 1234 1
2431 0 0 0 2
2341
3241 3412 0 3124 3
0 4312 0 0 4
Fig.3.62

40. d, =(1,25,6,34).

41. Drumurile hamiltoniene:

(1,3,4,2,5,6,8,7), (3,4,1,2,5,6,8,7), (4,1,3,2,5,6,8,7),
(1,3,4,2,6,8,5,7), (3,4,1,2,6,8,5,7), (4,1,3,2,6,8,5,7).
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