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Prefata

Sistemele de calcul, retelele de calculatoare sau de telecomunicatii sunt sisteme
complexe formate dintr-o multitudine de sisteme elementare de tipuri diferite,
interconectate dupa o structura convenabild, avand caracteristici proprii ce decurg atat
din arhitectura lor fizica, precum si din natura proceselor la care sunt supuse.

Teoria proceselor stochastice markoviene si semi-Markov reprezintd un domeniu
relevant in asamblul matematicilor aplicate, care necesitd rezolvarea problemelor
practice de modelare si evaluare a performantelor sistemelor de calcul cu stari si
evenimente discrete. Actualmente teoria proceselor stochastice ocupa o arie atat de
mare incat este putin probabil de a o percepe integral, tinand contul in mod deosebit
de faptul ca aceasta teorie este in continuad dezvoltare.

Metodele fenomenelor de asteptare descriu sisteme si procese de servire cu
caracter de masa care intervin in diferite domenii ale activitatii practice.

Teoria lanturilor Markov si a sistemelor de asteptare este acea ramura a
matematicii ce studiaza fenomenele de asteptare, principalele elemente ale careia
sunt: sursa - multimea unitatilor (cererilor, clientilor) ce solicitd un serviciu la un
moment dat, care poate fi finitd sau infinita; sosirea unitatilor in sistemul de asteptare
determind o variabila aleatoare, care reprezinta numarul de unitati ce intra in sistem in
unitatea de timp. Este necesar sd se cunoasca repartitia acestei variabile aleatoare.

La originea teoriei asteptarii se gaseste determinarea “incarcarii” optime a unei
server. Pentru a rezolva aceasta problema, este necesar sa se determine cererile de
servicii (apelurile) care sosesc in mod Intamplator si sa se Inregistreze timpul necesar
pentru prelucrarea acestora. Un astfel de model in care se urmareste satisfacerea cat
mai promptd a cererilor de servicii in conditii economice cat mai avantajoase se
numeste model (sistem) de asteptare (servire).

Incercirile de a prezenta esenta si materia respectiva a acestor teorii intr-un volum

relativ mic sunt supuse Iintru totul gusturilor, preferintelor autorilor si programei de
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invatamant a disciplinii predate. Astfel si noi am fost fortati sa selectim anumite
elemente de consideratii teoretice din aceastd teorie pentru a le aduce la cunostinta
studentilor inainte de a efectua anumite aplicatii practice prevazute in forma de lucrari
de laborator.

Fiind, in general, subordonate unor anumite programe analitice, notiunile si
conceptele prezentate In acest volum apar, in mod firesc, intr-o succesiune logica si
sunt supuse unor restrictii temporale si de spatiu inevitabile care conduc adeseori la
dezvoltari teoretice limitate.

Vom multumi anticipat acelora, care vor dori sd faca observatii constructive asupra
prezentei lucrari si vor manifesta intelegere pentru eventualele abateri remarcate in

text, formule sau figuri.
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1. Procese stochastice si lanturi Markov

1.1. Notiuni si definitii generale
Procesele stochastice permit modelarea matematica a numeroaselor componente
ale sistemelor tehnice, informatice, economice, sociale etc.
In cele ce urmeaza vom reda succint principalele definitii si proprietiti ale
proceselor stochastice si ale lanturilor Markov ( LM ). Pentru o prezentare mai
detaliatd a notiunilor redate succint se pot consulta lucrarile [1,5,9,17].

Definitia 1.1. Un proces stochastic X este o familie de variabile aleatoare (X)) __
definite pe acelasi spatiu de probabilitate cu valori reale in acelasi spatiu de valori Q
si indexate dupa un parametru te TcR . 0

Un proces stochastic se reprezinta prin:

{XeQ, tet} (1.1)
De obicei precizarea multimii T coincide cu intervalul de timp al evolutiei

diverselor clase de procese stochastice. Astfel, daca T={t,7,...,T } este o multime

finita, atunci procesul stochastic este echivalent cu un vector aleator , care determina
vectorul de stare al sistemului studiat.

In termeni probabilistici, a descrie evolutia unui proces stochastic inseamna
cunoasterea probabilitdtilor tuturor evenimentelor de forma : " la momentul t procesul

stochastic se gaseste in starea (X =x) ", precum si a probabilitatilor de realizare
simultand a unui numar de astfel de evenimente pentru diverse momente T €T si

diverse multimi ecR, 1<i<n . Cu alte cuvinte, este necesar sd fie cunoscute

probabilitatile de forma :

Pr(X_ ee,..X €e) (1.2)



pentru orice neN, orice T.€T si orice ecR, 1<i<n . Acest fapt se manifesta prin

cunoasterea functiilor de repartitie n - dimensionale

Xrl..x,, (xl,xz,...,xn)zPr(th le,...,XTn <x,) (1.3)

In acest context se mai spune ca legea probabilistica a unui proces stochastic este

data de legea de repartitie a tuturor vectorilor aleatori cu probabilitatile (1.2).
In ipoteza ci parametrul TeT este timpul, se poate face si presupunerea particulara

ca momentele 7,7 ,...,t, sunt ordonate §i anume ca t,<t,<t,<...<t <7, fapt care apare
natural. Intr-o astfel de situatie, daca observam procesul stochastic la momentul 7 , pe
care il consideram ca "prezent", putem presupune "trecutul” procesului pentru t<t,

0<i<n si In mod firesc ne intereseaza "viitorul" acestui proces pentru t. Un astfel de
interes ne conduce Tn mod natural si direct la evaluarea probabilitatilor conditionate
de forma

Pr(X <x|X, =x,.,X, <Xx)

To

, (1.4)

care inseamna probabilitatea, ca procesul stochastic sa se afle la momentul viitor t in

starea X =x, conditionat de faptul cd la momentele trecute t,<t,<..<t <t s-a aflat

succesiv in starile X, = x,,..., X, =x, starea x, fiind starea initiald a acestui proces.

Probabilitatile de forma nt (t)=Pr(X =x), t,<t,<...<t <t se numesc, in contextul de

mai sus, probabilitati absolute de stare si se referd la evenimente de forma: " procesul

se gdseste la momentul t in starea X =x ", fard a se face vreo referire la trecutul

procesului stochastic.

Ca si alte concepte matematice, nici procesele stochastice nu pot fi studiate global,
fiind necesara o clasificare a acestora dupa anumite criterii.

O prima clasificare poate fi facutd pe baza multimii parametrilor procesului

stochastic:



a) dacd T este un interval marginit al dreptei reale , atunci avem procese
stochastice de tip continuu in raport cu parametrul timp;
b) daca T este o multime discreta, spre exemplu T=Z (numere intregi) sau T=R"

(marimi reale), atunci avem procese stochastice de tip discret in raport cu parametrul t
si care se mai numesc lanturi.

O alta clasificare poate fi facutd in functie de multimea valorilor procesului si
anume:

a) dacad multimea valorilor procesului este nenumarabild (spre exemplu, un
interval real), atunci avem procese cu valori continue;

b) daca multimea valorilor procesului este cel mult numarabila, atunci avem
procese cu valori discrete.

Cel mai important criteriu de clasificare se referd la modul in care sunt legate intre

ele variabilele aleatoare X, ceea ce permite i un studiu adecvat al diferitelor tipuri de

procese stochastice.

Definitia 1.2. Un proces stochastic X este un proces Markov ( sau markovian )
dacd si numai daca are loc relatia numita proprietatea lui Markov:

YneN" .. Vi<t <.<t <1, .. Wx, Xx,... X, X ),
Pr(X <x|X =x,..X <x)=Pr(X <x|X =x,)

Un lant Markov este un proces Markov cu un spatiu discret de stari.

N7 este multimea numerelor naturale 0

La baza conceptului de proces Markov se afla imaginea pe care o avem despre un

sistem dinamic fara postactiune, adicd un sistem al carui evolutie viitoare (la

momentul t) nu depinde decat de starea prezentd a procesului (cea de la momentul t )

dar si de ceea ce s-a petrecut in trecutul sdu (la momentele premergatoare

1,<7,<..<t ). Altfel spus, pentru astfel de procese stochastice, ultima stare

cunoscutd determina complet, din punct de vedere probabilistic, comportarea viitoare



a sistemului. Pentru exemplificare putem considera cazul transmisiei informatiei cand,
in anumite conditii, noul semnal care este emis are Tn vedere semnalul precedent emis
si nu toatd emisiunea realizatd pand in acel moment. Cu alte cuvinte, procesele
Markov sunt procese fara memorie.

Se spune cd un proces ( sau lant ) Markov X este omogen ( adica cu probabilitati de
trecere stationare) dacad, Pr(X, <x[X, =x,)=Pr(X__ <x|X,=x,) ceea ce implica
faptul ca aceste probabilititi de trecere stationare nu depind explicit de timpul

considerat 7, ci numai de ecartul z-z,. In continuare vom folosi pentru studiul

comportarii sistemelor de calcul numai lanturi Markov omogene (LM).
Probabilitatea ( conditionatd ) de trecere spre starea j la momentul 1, stiind ca

lantul Markov se afld in starea i la momentul s, este rl.j( 5,7 )=Pr( X=j /X =i) sau
rl.j(t)=rl.j(s,s+t) dacd lantul este omogen. Prin conventie se presupune ca rl.j(0,0)=1

daca i=j. Vom nota R(s,t) si R(t) matricele stochastice respective care verifica
proprietdtile urmatoare:

Vs,tet, Vi,jeQ, r(s,1)20, Y r(s,1)=1
jeQ

precum si relatia Chapman-Kolmogorov :

Vs<u<tet, Vijell,

I/;'j(Sﬂt) = Z’/;'k(s9u) ) I"kj(u,’t)

keQ
Probabilitatea (neconditionatd) ca lantul LM sa se afle in starea i la momentul t
este m(t). Vom nota vectorul-linie respectiv al probabilitatilor de stare, iar -
distributia initiala a probabilitatilor de stare a lantului.
Timpul petrecut de un lant LM intr-o stare data i, numitd durata de aflare in starea
i are o lege de distributie exponential-negativa pentru lanturi Markov in timp continuu
(LMTC) si o lege de distributie geometrica pentru lanturi Markov in timp discret

(LMTD). Durata de aflare in orice stare a lui LMTD este strict egala cu o unitate de



timp, numitd epocd, perioada sau tact. Numai aceste legi de distributie poseda
proprietatea de a fi "fara memorie":
Vx>0, Vy>0, Pr(X<x+y / x2y)=Pr(X<x).
De aceia lanturile LMTD s1 LMTC sunt folosite foarte des ca modele matematice
simple de analizat ce descriu functionarea diferitor sistema cu evenimente discrete [?]
Studiul comportarii lanturilor Markov in functie de timp poate fi efectuat in doua
directii mari:
¢ studierea in regim tranzitoriu, adicd determinarea probabilitatilor de aflare in
stare starea sau o submultime de stari pentru orice T>0. Pentru aceasta se vor
folosi si matricele stocastice R(s,t) pentru orice (s,7), in particular R(0,7) si
relatiile :

keQ)

(1) =D 7, (0)-7,(0,7) |
¢ studierea in regim de echilibru, adica se va cduta o distributie a probabilitatilor
stationare de stare 7 = (7, ), , astfel incat pentru orice i:
lim (9=
In cele ce urmeazi ne vom interesa numai de studiul regimului de echilibru al
lanturilor Markov ce descriu comportarea sistemelor de calcul respective. Un lant

Markov care poseda o astfel de distributie - limita a probabilitatilor stationare de stare

independent de distributia lor initiald este numit lant Markov ergodic.

1.2. Clasificarea starilor unui lant Markov
Starile unui lant Markov sunt clasificate in conformitate cu modul cum ele sunt
"vizitate" in cursul timpului functionarii lantului.
Prima clasificare este fondata pe momentele de reintoarcere in starea datd. Notam

& ; momentul de a i-ma schimbare de stare, iar & ij = min{z/t>&; A Xo=j [Xg=i}

momentul primei treceri in starea j din starea i.
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Definitia 1.3. O stare i este: a) tranzitorie daca Pr(§ <o)<I; b) recurent - nuld

daca Pr(§,<w)=1 si E[E_]=o0; ¢) recurent - nenuld dacd Pr(§ <oo)=1 si E[E ]#o0, unde

ii
E[€,] este numita durata medie de recurenta a starii i.

Pentru o stare recurenta i a unui lant Markov in timp discret, dacad o este cel mai

mare divizor comun (c¢.m.d.c.) al numerelor intregi n, astfel incat Pr(X =i/X =i)>0,

atunci starea i este numita periodica de perioada 6, daca 6>1, si aperiodica daca d6=1.
0

Fara a mentiona contrariul, in continuare vom folosi lanturi Markov in timp
discret aperiodice, adica starile caruia sunt toate stari aperiodice.

A doua clasificare este fondata pe multimea trecerilor dintr-o stare in alta. Astfel,
subansamblul de stéri este numit inchis daca:

VieQ), 31>0, r(1)z0= jel

adicd este imposibil de a parasi. Fie E o relatie in Q: /Ej daca si numai daca lantul
poate trece din i la j si invers, adica daca existd cel putin un t=0 astfel ca 7, (1)>0 si un

astfel ca , ceea ce determind o relatie de echivalenta E, adica fiecare clasa constituie
un ansamblu de stari astfel incat din fiecare se poate, pe parcursul timpului, sd se
atingd toate alte stari ale acestei clase.

Definitia 1.4. O stare i este absorbanta dacd ea este singurul element din clasa sa
de echivalenta E si ca aceasta clasa este inchisa.

Un lant Markov este ireductibil daca ansamblul de stari (2 formeaza o singurd
clasd de echivalenta E. 0

Asfel, indata ce un lant atinge o stare absorbanta, acolo pentru totdeauna el si va
ramane.

Legatura intre aceste doud clasificari este data de faptul cd toate starile unei clase
de echivalentd pentru E sunt de acelasi tip, adica tranzitorii, recurent - nule sau
recurent - nenule. Pentru un lant Markov in timp discret ele, de asemenea, toate sunt
aperiodice sau periodice de aceeasi perioada.
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Restrictia unui lant la o clasa de echivalentd E inchisa duce la un lant ireductibil.
Din aceste considerente, in afara unei mentiuni explicite, in continuare ne vom

restrange la lanturi ireductibile.

1.3. Lanturi Markov in timp discret

Un lant Markov in timp discret este totalmente determinat de distributia initiala
si matricea sa stochastica R(1), notata simplu R si numita matrice de probabilitati de
trecere ale lantului: r,=Pr(X,,,=/ /X =i). Astfel, pentru orice n>0 : R(n)=R".

Daca ne vom interesa de un regim tranzitoriu, atunci ne vom folosi de relatia
[1,8,9]:

7(n+1)=7(n)-Rsau 7w(n)=r(0)-R"
ceea ce redau ecuatiile lui Kolmogorov, care descriu comportarea unui lant DLM.

Teorema urmatoare da posibilitate de a determina un criteriu de ergodicitate
pentru lanturile DLM [17].

Teorema 1.1. Orice lant DLM omogen, aperiodic cu un spatiu finit de stari
discrete si ireductibil este un lant ergodic. Distributia limitd © a probabilitdtilor de
stare este independentd de distributia initiald: m=1/E[E ] este marimea inversd a
duratei medii de recurenta in starea i. Ea este unica solutie a sistemului de ecuatii

Kolmogorov:

T=7T*R ) 7 =1 (1.5 0

59
Distributia probabilitatilor de stare care verifica ©* =n*R este numita stationard,
deoarece pentru orice n este verificata relatia n#RA=7 R R"-1=%, Deci daci o

distributie 7 este stationard, atunci pentru orice moment de timp n are loc relatia :

Pr(X =i)=n, 1=LIQI  care da posibilitatea de a facilita studiul comportirii a unui

astfel de lant.
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1.4. Lanturi Markov in timp continuu
Echivalentul de matrice R al lanturilor LMTD pentru lanturi Markov in timp
continuu LMTC este notiunea de generator sau matrice dinamica.

Teorema 1.2. Fie X un lant LMTC omogen cu un spatiu finit de stari discrete,

dR(0)

redat de o matrice R(t), ce este derivabild la dreapta in 0. Matricea D= y este
T
numita matrice generatoare sau matrice dinamica a lui X, astfel incat :
RO _ p.Rr)=R(1)-D
dt
de unde : R(7)=exp(D. 7). 0

Astfel, un lant LMTC este totalmente definit de matricea sa dinamica D si
distributia probabilitatilor de stare initiala. Matricea dinamicad D verifica relatiile :

Vi,jeQ, i#j, 0<d, <+,
Vie(, d[j:—Zdﬁ, d. <0,

JjEQ
i#]

Vi,jeQ, 0=%4d,

jeQ
unde elementul d; este interpretat ca rata de trecere din starea i spre starea j, iar durata
de aflare in starea i este o variabild aleatorie distribuitd conform legii exponential -

negative de parametrul A =-1/d_, numitd rata de iesire din starea i. Notam cd suma
elementelor situate pe fiecare linie a matriciei D este egala cu 0.

O matrice care verificd aceste proprietdti este numitd D - matrice dinamica.

Daca se va studia un regim tranzitoriu al unui lant LMTC se vor utiliza relatiile :

dn(t) _ -
i n(t)-D
si deci 7(r)=7(0)- e’

Conditiile suficiente de ergodicitate al lanturilor LMTC sunt rezumate de

urmatoarea teorema [3,12].
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Teorema 1.3. Orice lant LMTC omogen cu un spatiu finit de stari discrete si
ireductibil este ergodic. Distributia limita a probabilitatilor de stare este independenta
de distributia initiala. Ea este unica solutie a sistemului de ecuatii Kolmogorov:

n-D=0, Y n =1, 0<m, <l
ieQ . U]

Cu orice lant CLM se pot asocia doua tipuri de lanturi DLM : un lant inclus si/sau
un lant uniformizat.

Definitia 1.5. Fie © momentul » al schimbarii starii procesului X. Procesul X®

definit de X\~ =X . este un lant DLM numit lant inclus (Embedded Markov Chain)

de X redat de o matrice dinamica U. 0

Se poate demonstra [12,14] ca U =1 +diag{%}-D, unde diag{a} este o matrice

1

diagonald, elementele céreia sunt @, iar / este o matrice unitard. Lanful X®

corespunde schimbarilor de stare ale lui X, ignorand timpul decurs de X in fiecare

stare (care este distribuit conform legii exp(—A.7)). Dacd se va nota n® distributia de

echilibru a lantului X®, obtinem:

1
.
— }\‘i
Tl L 1
E
S
ieQ 7\,

1

Fie pe de alta parte, 1> n{ﬁx{ﬂf} si X este procesul stochastic obtinut pentru lantul

P 1 3 : : :
Markov Z, cu o matrice dinamica K, =1 +7-D subordonata unui proces tip Poisson

i

[12] de parametrul A, matricea stochastica de trecere R (1) a caruia este definita de:

R(Z)(‘C) — Z (}\4’[)” . exp(_kr) . K),,
Vn=0 I’l' ’ D
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Definitia 1.6. Procesul X are aceleasi probabilititi de trecere in regim de
echilibru ca si procesul X. Lantul DLM definit de Z, este numit un lant uniformizat de
X. O

Lantul Z, corespunde unei discretizari sau unei uniformizari ale lantului X, in

instantanee distincte de intervale de timp At suficient de mici pentru ca probabilitatea

a mai mult de o schimbare de stare a lui X in acest interval de timp At sa fie mica, de

ordinul O(Ar), astfel incat lim O@ar)

lim === 0. Durata de aflare in starea i a procesului X
7> T

este o variabila aleatoare distribuita dupa legea exp(—A.1), iar distributia de echilibru =

. . A 1
de X este, de asemenea, ca si a celui de Z, astfel incat: ;7:77-(1+7-D), ceea ce

1

deseori da posibilitate de a usura analiza acestor tipuri de procese.

1.5. Agregare markoviana

Principiul de agregare exacta, constd in a partitiona spatiul de stari Q ale unui

aceleasi QF sa fie stochastic echivalente.

La evaluarea performantelor unui sistem se va folosi o agregare, subansambluri de
stari ale cdreia au o interpretare in termeni de comportare a acestui sistem, considerata
ca o macrostare. Metoda de agregare, in particular, este folositd in analiza markoviana
a unor modele ale proceselor de calcul [9,14].

Definitia 1.7. Un lant Markov X poate fi agregat, urmand partitia (Q°) _, , daca

procesul XY cu un spatiu de stari definit astfel incat:
V120, X D=0QFf, X e

este , de asemenea, un lant Markov. 0
I G. Kemeny s1J. L. Snell [9] au demonstrat rezultatul urmator, care determina

conditia de agregare a unui lant Markov.
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Teorema 1.4. Un lant Markov poate fi agregat, oricare ar fi distributia initiala,
daca
Vhkell,.. K}, YwweQ?:

r., = 2 F, =r, pentru un DLM

w, Q™ o w, Q™ o
d,, = > d, =d,, pentru un CLM
Wy w,wy 5
W/,EQ(h) WhEQ(h)

Matricea stochasticd de probabilitdti de trecere a unui lant agregat DLM este

~

R =[7,], iar matricea dinamica a unui lant CLM este D = [5 ok J ]

In general, are loc relatia K <<Y|Q* |, astfel incat calculul probabilititilor de
vk

stare in regim de echilibru sa fie mai usor de efectuat pentru R ( respectiv D ) decat
pentru R ( respectiv D ). Invers, aceste probabilitdti nu permit, decat in cazuri
particulare, determinarea probabilitatilor pentru fiecare stare a lantului original in
regim de echilibru.
1.6. Procese semi-Markov

In practica deseori se intdlnesc sisteme dinamice cu stiri discrete, pentru care
durata de aflare intr-o oarecare stare i, fiind o variabilad aleatoare, depinde de aceasta
stare si de starea urmatoare de trecere §i ea nu este necesar distribuita conform legii
exponential-negative. Evolutia sistemului este astfel definitd de starea curentd si de
starea ce urmeazd. Acest tip de procese stochastice sunt numite procese semi-
Markov.

Definitia 1.8. Un proces stochastic X, cu un spatiu finit Q de stari discrete, este
numit proces semi-Markov (Semi-Markov Process, SPM) dacad exista o suitd

crescatoare de instantanee (7 ) _ astfel incat este o variabila aleatoare definitd ca :

Vi,je, VneN, Vri,<1,<...<71, V120, Vi,..ji €Q,
Pr(X, =j,t,,—1,<t/X =X =i,..X =i)
=Pr(X, =j.1,.,-1,St/X, =i,

limt, =400

n—>+o0
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Aceasta probabilitate de trecere este notatd /1 (t), iar matricea stochastica
H(‘E):(hl.j(’l?)) este numita nucleu semimarkovian. O
Notdm ca 1 este instantaneul n de tranzitie dintr-o stare oarecare, Insd procesul X

totusi poate sd ramana 1n aceeasi stare pe parcursul acestei tranzitii.

Studiul in regim de echilibru al proceselor semi-Markov SPM este facilitat de
existenta, ca si pentru lanturi CLM, al unui lant DLM derivat de SPM, numit, de
asemenea, lant inclus, care corespunde observarii procesului X in instantaneele de
tranzitie.

Propozitia 1.1. Procesul stochastic in timp discret X® definit de X|* = X, este un

lant DLM cu o matrice stochasticd de treceri R =limH(z), numit lant inclus ( LMI ) al

T—>+0©

procesului X. O

Proprietatile starilor : tranzitorii, recurent - nule sau recurent - nenule, astfel ca si
caracterul ireductibil sau nu, sunt aceleasi pentru procesul semi-Markov X si lantul
sau inclus. Din contra, periodicitatea unei stari este o proprietate distincta pentru X si
X® : starea i poate fi periodica pentru X de perioada :

d=max{d >0/(Bne N,n#0,1=nd)= Pr(X =i/ X, =i)=0}

insa nu si pentru lantul sau inclus si invers.

Urmatoarea teoremd, demonstrata de E. CINLAR [5] (teorema 5.2.2, p. 342) ofera
un criteriu de ergodicitate a proceselor semi-Markov.

Teorema 1.5. Orice proces semi-Markov aperiodic ce are un lant Markov inclus
X% omogen cu un spatiu finit de stari discrete, ireductibil si aperiodic este un proces
SPM ergodic. Distributia - limitd © a probabilitdtilor de stare este independentd de
distributia initiala. Daca n® este distribitia de echilibru de X, iar E(®)) este durata

medie de aflare in starea i, atunci avem :

o T E®)
- 2mE@O)
= (1.6)
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Rezultatele acestei teoreme, care vor fi folosite la analiza semimarcoviana a
proceselor de calcul, permit calcularea distributiei probabilitatilor de stare © in regim
de echilibru al procesului SPM, referindu-ne la lantul sau inclus.

Cum deja s-a mentionat procesele semi-Markov descriu mai adecvat functionarea

sistemelor reale. Un proces markovian cu probabilitatile de trecere r; dintr-o stare i in

alta stare j, (i,j €/) devine un proces semi-Markov daca distributia duratei de aflare in

fiecare stare este F'(t). Cu scopul de a determina probabilitatile stationare g, de aflare

a unui lant semi-Markov in starea ieJ cu n=| J | stdri finite vom considera un lant
Markov DLM cu aceleasi probabilitati de treceri.

Pentru acest lant DLM sunt verificate ecuatiile (1.6) cu conditia de normalitate:

N

Vom considera in lantul semi-Markov cu un numar N de treceri suficient de mare.

In timpul efectudrii a N treceri lantul DLM in mediu N=n_N ori se va afla in starea

ieJ. Daca este cunoscutd durata medie O, de aflare a lantului semi-Markov in starea i:
0<0,=[(1-F()dt <+
0

atunci se poate de calculat durata medie de aflare 7, a acestui lant in starea i pentru

acelasi numar N de treceri:

El':Tcz"]V'@i . (17)

Durata medie necesara lantului semi-Markov pentru a efectua N treceri este:

= = (1.8)

Deoarece ¢, este probabilitatea stationara ca lantul semi-Markov se va afla in

starea ieJ, ceea ce inseamna ca pe aceasta durata , durata medie de aflare in starea i a

acestui lant este:
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R (1.9)
Din relatiile (1.7) si (1.9), obtinem:
4 ~
Tci = @ .ZTCJ ‘®j ’
i (1.10)

Substituind expresia lui ©t; din (1.10) in ecuatia Kolmogorov (1.6) si divizand la
(cu ®#0, ) ambele parti ale ecuatiilor astfel obtinute, determindm sistemul de ecuatii

algebrice pentru calcularea probabilitatilor stationare g, ale lantului semi-Markov:

g _~ q, . )
=>yr-—* , i=L2,..n
kZ::‘ ki @k

@

3

q,=1.

i (1.11)
Este evident cd conditia de existentd a solutiei unice a ecuatiilor (1.11) este

aceeasi ca si conditia de ergodicitate a lantului Markov cu matricea stochastica a

probabilitétilor de trecere R:(’”,-,-)m-

Uneori este mai usor de a rezolva sistemul de ecuatii (1.6) decat sistemul (1.11).

Atunci in acest caz din (1.10) putem determina probabilitatea stationara g, a lantului

semi-Markov:

CE (1.12)
Pentru un studiu mai detaliat al proceselor semi-Markov in aplicarea lor la
modelarea unor procese de calcul cititorul poate consulta lucrarile [13,17].
Pentru graful unui lant semi-Markov, nodurile cdruia sunt ponderate cu durata

medie O, de aflare in starea respectivd i€/, putem determina conditiile de conservare

a fluxului de probabilitate prin metoda taieturilor.
Metoda taieturilor grafului de treceri al unui lant semi-Markov se reduce la

urmatoarea procedurd. Notam multimea starilor J, | J |=n ale grafului G=(J,4)
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lantului semi-Markov, iar multimea arcelor acestui graf este A. Astfel, daca i,jeJ si
intr-un pas poate avea loc o trecere din starea i in starea j, adica intr-o unitate de timp,
atunci arcul (i,j)eA. Fie r(i,j) - probabilitatea de trecere intr-un pas din starea i in

starea j, iar O, este durata medie de aflare a lantului semi-Markov in starea i. Daca

arcul (i,j)€4, atunci (i,/))>0 si deci) r(i, j)=1. Notdm g, - probabilitatea stationard ca

i€j
procesul semi-Markov in orice moment de timp se va afla in starea i si este verificata

relatia de normalitate: ) g, =1

iej
In aceste conditii este necesar de a determina probabilitatile stationare g, - marimi
necunoscute de aflare a lantului semi-Markov, 1n starea i exprimate prin marimile

cunoscute ale probabilitatilor de treceri 7(i,j) ale acestui lant si a duratei medie ©, de

aflare in starea ieJ.

Pentru aceasta vom introduce urmatoarea definitie.

Definitia 1.9. Vom numi U - taietura a multimii arcelor grafului G=(J,4), ce are
urmatoarele proprietati:

1) Uc4; 2) Inliturarea tuturor arcelor acestei U - tdieturi din graful G va

transforma acest graf in doud subgrafuri G =(J,4)) si G,=(J,4,), care nu sunt
conectate intre ele, adica =1, UL, J N =D si A=A UA,, A NA,=J; 3) daca (i,j)eU,
atunci nu este o tdietura a grafului G. 0
Din aceastd definitie reiese ca o U - taietura nu va contine nici o bucla, adica

(i,i)¢ U. Deci o U - taietura poate fi redata In modul urmator:

¢ U=U VU, UNU=Y;

¢ daca (ij)eU, atuncijeJ,, ieJ ;

¢ daca (ij)eU, atunciie,, jeJ,.

In baza definitiei 1.9 putem demonstra urmatoarea teorema.
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Teorema 1.6 Pentru orice U - tdietura U=U, VU, in graful lantului semi-Markov

este verificata relatia:
(1.13)
> ri) = X ortkd)-
(DU, O. whw, O, .
Demonstratie. Vom considera un lant Markov cu aceeasi multime de stari J si cu
aceleasi probabilitdti de treceri 7(i,j), (i,j€J), (i,j))eA ca si in lantul semi-Markov dat.
Conform [3] pentru orice S - taietura in graful de treceri al lantului Markov este

verificatd urmatoarea relatie:

Zr(i,j)'ﬂi: Zl’(k,l)'ﬂ'k >
(in))eS, (k.D)eS, (1.14)

unde 7, este probabilitatea stationara ca in orice moment de timp, lantul Markov se va

afla in starea ieJ.

Legatura dintre probabilitatile stationare 7, respective ale lantului Markov si a

probabilitatilor stationare g, ale lantului semi-Markov este determinata de relatia [1]:

m,=(q,/0)- >, m,
= (1.15)

Substituind expresia (1.15) in relatia (1.14) obtinem relatia (1.13).

Formula (1.13), folositd pentru diferite taieturi posibile, da posibilitatea de a
obtine ecuatii recursive de un rang mai mic in raport cu expresiile similare obtinute
din ecuatiile de stare traditionale ce descriu comportarea lantului semi-Markov [1,17]:

q, .o 9. .
L =>r,j)—+ |, eJ .
o g /

(1.16)
Este usor de verificat ca expresia (1.16) este un caz particular al ecuatiei (1.13) in
cazul cand multimea J de stari in taietura consideratd degenereaza intr-o singura stare

a grafului de treceri al lantului semi-Markov.
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1.7. Rezolvarea numerica a lanturilor Markov
Problema consta, fiind dat un lant CLM cu matricea sa dinamica D de
dimensiunea (nxn), In a calcula vectorul probabilitatilor stationare de R”, astfel incat :
n-D=0,

720, Y =1
(1.17)

Marimea 7. este probabilitatea stationara cd sistemul se va afla in starea i.

Pentru un lant DLM, cu matricea sa stochastica a probabilitatilor de trecere R, se
poate formula cdutarea solutiei de echilibru a sistemului de ecuatii (1.17) sub aceeasi

forma, dacd vom pune D=R -/ , unde / este matricea unitard de dimensiunea (nxn).

Reamintim cd, in majoritatea cazurilor n este foarte "mare" (de exemplu, n>10?) si
deci matricea D are o talie "mare". Insi in general, ea posedi multe elemente nule si
astfel deseori se vor implementa scheme de stocare a numai elementelor nenule ale
matricei dinamice D. Existd numeroase metode de rezolvare. Recenta carte a lui W. J.
STEWART [15,16] contine unele din lucrarile de referintd in acest domeniu. Aici vom
descrie numai in linii mari metodele numerice ce se impun, luand seama de situatiile
care se vor Intalni in lucrarea data.

Astfel, analiza lucrdrilor in acest domeniu da posibilitate de a distinge trei mari
clase de metode ce pot fi folosite pentru matricele dinamice D, fard a mentiona
anumite proprietati particulare: metode directe, metode iterative, metode de proiectie
si metode specifice.

La folosirea metodelor directe: metoda eliminarii GAUSS, factorizarii LU, de
iterare inversa etc, se vor calcula dintr-o data valorile lui ..

Metodele iterative sunt mai simple si mai usor accesibile decat metodele directe.
Ele se folosesc, in general, pentru sisteme de ecuatii mari ( #>50 ) si Tn mod special
pentru sisteme cu matrice rare, respectiv si cu multi coeficienti nuli. Ideea de baza a

acestor metode constd in folosirea unei expresii de tipul 7*" = f(7**"), unde 7%

22



este aproximatia marimii 7 obtinutd la pasul k&. Functia f determind metodele
folosite: 1) metoda puterii iterate, 2) metoda GAUSS-SEIDEL, 3) metoda
JACOBI, 4) metoda suprarelaxarii (SOR) etc.
Metoda puterii iterate consta in a regdsi valoarea proprie cu modulul cel mai mare
a unei matrice R si un vector propriu asociat ei.
Deoarece R este o matrice stochastica, se stie ca aceastd valoare proprie este 1 si

dacd matricea este ireductibild, atunci exista un singur vector propriu la stinga >0, ei

n
asociat, care verifica relatia 7, =1. Se obtine astfel 7 , utilizand iteratiile
i=1

7D =70 R
In cazul lanturilor DLM incluse matricea R este definita de relatia:

1
a+e

R=1+ .D

>

unde marimea o este aleasa astfel ca R sa fie o matrice stochastica,

n
adicda >max ) d, , iar € este 0 mirime mica reald pozitiva.
Vi
Jj=1,j#i

Astfel metoda puterii iterate consta in a folosi iteratiile :

- - I -
e = 70D

o+
Pe plan teoretic daca R este ireductibila atunci convergenta este asiguratd, insa ea
poate fi lentd si depinde de modulul cel mai mare al valorilor proprii ce sunt
subunitare (inferioare lui 1): cu cat mai aproape de 1 este valoarea acestui modul, cu
atat convergenta va fi mai lenta.

Notam ca calculul direct de "

=n"- Rk, in general, nu este practicabil pentru
acest tip de matrice, deoarece ele sunt rarifiate i In acest caz matricea R ¥, din contra,
va contine din ce in ce mai putine elemente nule.

La rezolvarea sistemului de ecuatii (1.17) sunt preferabile metodele iterative sau
de proiectie, deoarece ele sunt folosite din urmatoarele considerente:
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- In aceste metode se folosesc numai produse vector cu matricea D sau matrice
preconditionate de D. Acest tip de operatii propagd caracterul rarifiat al matricei D la
matricele introduse, care permit astfel de a efectua implementari reale, tindnd cont de
acest caracter. Aceasta este mult mai dificil pentru metodele directe ;

- eventual se poate folosi o valoare initiald =", luand in consideratie proprietatile
sistemului de ecuatii, care duce la o convergenta rapida a acestor metode ;

- este posibila oprirea calculului printr-o metoda iterativa indata ce precizia dorita
este atinsa, pe cand trebuie de terminat calculul cu o metoda directa ;

- matricea D nu este niciodatd modificatd, ceea ce Tmpiedicd producerea si
cresterea erorilor de rotunjire.

Insa inconvenientul major al metodelor iterative este convergenta posibil lenta si
faptul ca nu se stie de a enunta conditia suficientd de convergenta, in afara de cea a
metodei puterei iterate sau pentru unele cazuri particulare de matrice D.

Metodele specifice sunt fondate pe proprietitile matricei dinamice D (sau matricei
stochastice R ) deduse, fie direct din analiza lui D, fie din proprietatile modelului,
care genereaza D. Ele pot fi particulare unui tip dat de matrice sau constituie adaptari
la unele metode generale.

In [14] autorii mentioneaza trei mari clase de proprietati: matrice aproape complet
decompozabile (descompuse), matrice o- ciclice si matrice ce posedda o expresie

tensoriala.

1.8. Algebra Kronecker si lanturi Markov
Metoda de compunere Kronecker a matricelor dinamice generatoare ale
proceselor stocastice pentru rezolvarea lor in regim de echilibru a fost folositd in [13,
14]. In continuare vom vedea ci ele permit de a scrie aceste matrice cu ajutorul unei
colectii de matrice de dimensiuni cu mult mai mici si de a folosi aceasta scriere in
forma de produs sau suma Kronecker pentru rezolvarea numerica a lanturilor LMTC,

fara a manipula matricea dinamica globala.
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Pentru a aplica rezultatele sublanturilor LMTC, folosind algebra Kronecker, este
indispensabil de a elabora o metoda de nivel inalt care va genera automat astfel de
compuneri ale submodelelor.

In cele ce urmeazd vom considera K procese stochastice (X,,),(X,,).....(Xx,),

fiecare din ele primeste valori intr-un spatiu finit S,, de cardinalul 7, ( pentru a

facilita scrierea in continuare, K va insemna, in dependenta de context, ca si aici, un
intreg K sau un ansamblu de K numere intregi {1,...,K} ), daca nu intervine nici o
confuzie. Pentru a reda interactiunile proceselor, este necesar de a considera procesul

rezultant X, =(X,,,X,,,..X,,) care primeste valorile sale in spatiul produsului

1,r°

K
cartezian ale acestora, adica S=HSK. Vom ordona, in mod lexicografic,
k=1

componentele lui S. O staree=(e,,...,e, ) a lui S, componentele careia sunt ¢, indexate

i, , are ca indice un numar intreg:

=

-1

i= (ik—l)(ﬁaj)+i1<.

J=k+1

-
i

Pentru aceasta vom identifica starile cu numere intregi, astfel incat starea i va fi
scrisa ca (i,...,i,) intr-o "multibazd" (a,....,a, ). In acelasi mod proiectia lui i pe S, va
fi notata i, .

De asemenea, vom preciza doud tipuri de tranzitii (treceri) In evolutia procesului

X.

Definitia 1.10. O tranzitie ¢ este locala in X, dacd i—— j=>Vk'#k, j.=i,. O
tranzitie ¢ este de sincromizare daca: i—— j= 3k, k", k'=k", astfel incat j, =i,
Jo # i 0

Toate matricele dinamice considerate in continuare au valori reale. Vom nota

. . . . . *
multimea acestor matrice de dimensiunea nxm prin D, ;.

Produs Kronecker si lanturi Markov. Produsul Kronecker permite de a obtine o

expresie a matricei stocastice prin probabilitdtile de schmbare a starilor proceselor
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markoviene in timp discret cu K componente. Insd, in acelasi timp, el traduce, la
nivelul generatoarelor lanturilor LMTC, efectele tranzitiilor de sincronizare. Anume
aceastd proprietate va fi folosita, deoarece vom studia modele ale sistemelor de calcul
cu un spatiu de stari discrete ce evolueaza in timp continuu.

*

Definitia 1.11. (Produsul Kronecker). Fie date doud matrice 4eD,,, si

*

BeD, .. Produsul Kronecker (®) al matricei 4 cu matricea B este matricea
CeDy,pmmy:C=A®Bcu C,,=a, b, ,unde i=(i,i,) este in multibaza (n,n,) si
j=(j,j,) in multibaza (m, m,). O

o . b, b b, b
Exemplul 1.1. Daca A:F“ 2 a“} si B:{ Mo s '"4},

Ay Gyy dy; 21 Do b2,3 b,,

atunci: 4® B=[a,,-B], i,j=12.

Astfel, produsul Kronecker reprezinta procesul de inmultire a fiecarui element al
unei matrice cu fiecare element al altei matrice [18]. Fie doud matrice A4 e IR™" si

BeIR":

Qoo Ay, byy - bo,q—z
A= : : Sl B=

N bp—I,o : bp—],q—]

Produsul Kronecker 4 ® B € IR™" este:

ao,oB aO,nle
A®B = : : =
a, B - a,,, B
a4.0bo 0 e a0,0bO,q—l o a1y o aO,n—lbO,q—l
ao,obp—l,o e ao,obp—l,q—l o aO,n—lbp—l,O o aO,n—lbp—l,q—l
am—l,Ob0,0 e am—l,ObO,q—l e am—l,n—lbo,o o am—l,n—lbo,q—l
_am—l,Obp—l,O e am—l,Obp—l,q—l amfl,nflbpfl,O o am—l,n—lbp—l,q—l ]
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In loc s& memoram A ® B explicit, ceea ce necesitda 0 memorie de O(m-n-p-q),

noi am putea stoca 4 si B si apoi calcula elementele 4 ® B dupa necesitate in

conformitate cu formula:
(4® B)i, j]= 4 HL} , [iﬂ Bli mod p, j mod q],
p q

ce necesitd doar o memorie deO(m-n+ p-q) cu pretul careia se va complica procesul

de calcul.

Acest proces poate fi generalizat prin produsul Kronecker a K matrice:
k
A=A4, ®---® 4, :ka)IAk

Expresia pentru un element al lui 4 este in relatie cu notiunea de sistem de
reprezentare a numerelor Tn baza mixta. Daca matricea Ay are r; randuri §i ¢, coloane,

atunci un element din A4 poate fi calculat prin:
K
A[i’j]:HAk[ik’jk]ﬂ (1-18)
k=1

unde = [iK,...,il] este reprezentarea in baza mixta a lui i cu respectarea bazei
r=[re,....r;], iar j=[jc,.... ;] este reprezentarea in baza mixti a lui j cu respectarea
bazei ¢ = [cK,...,cl].

In figura 1.1 este prezentat un exemplu de produs Kronecker
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01 23
1 0 1 41
A4, = , A= ,  A=|4 05 6| A=4,®4,84,
0 1 rEE
78 09
K 2 3 0L 13 0L+ 21 0000 O0O0O0OO0O 00O O]
56 2033 49032 0
7809 140232 I%o03 0000 0000 0O0O0O
04141432 04123 0L 11 0000 0000 000
10332 +£01 ¢ 2031 0000 0000 00O
7202 12802 40903 0000 0000 0O0O0O
A:
0000 O00O0O 0O0O0O 01 2 04+ 13 041 21
0000 000 0000 056 2033 4032
0 7809 14035 I%03
0000 000 0000 0+ 132 012232 04114
0000 O00O0O 0O0O0O 10332 401 ¢ 2031
0000 000 0000 27203 2202 I40 3

Figura 1.1. Exemplu de produs Kronecker

Un exemplu de produs Kronecker a trei matrice este prezentat in Fig. A3.1.
Mentiondm cd stocarea explicitd a lui 4 necesitad un spatiu de 288 valori in virguld
mobild, pe cand stocarea matricelor As;, A, si A; necesitd doar 22 valori in virgula
mobila. Calcularea unui element din 4 necesitd 2 multiplicari in virguld mobila si
cateva calcule aritmetice cu numere intregi pentru a determina reprezentarea in baza
mixta. Este evident, cd odatd cu marirea numarului de matrice implicate in produsul
Kronecker, creste atit volumul de memorie necesar pentru stocarea lor, cat si
cheltuielile de prelucrare a acestora.

In continuare, vom considera doar produsul Kronecker a matricelor patrate. In

particular, consideram produsul Kronecker a doua matrice unitare:

28



Asadar, produsul Kronecker al matricelor unitare este o matrice unitara, a carei

dimensiune este produsul dimensiunilor matricelor initiale:

I, ®-®I, =1

e mye
Mentionam aici doar cd aceastd operatie nu este comutativa.
Compunerea lanturilor Markov in timp discret (LMTD) independente.

Fie X, X,,., X, sunt K sublanturi LMTD independente cu matricele stocastice
respective ale probabilitdtilor de tranzitie R,(n). Se poate demonstra [18] cda LMTD
rezultant X =(X,, X,,..,X,) de asemenea, este un lant LMTD, matricea stocasticd a
. K
carula este R= kéf)le (n).
Suma Kronecker si lanturi Markov in timp continuu.
Definitia 1.12. (Suma Kronecker). Fie A€ D, si BeD;, doui matrice

patratice. Suma Kronecker (®©) a matricei 4 cu matricea B este o matrice

CeD,,:C=4A@B=AQ1, +1, & B astfel incat:
ail~./1 + bl'sz > (ll :jl) & (lz = ]2)
c . = biz’jz (ll :jl) & (12 * JZ)
Y a (G #j) &0, = 1,) ’
(G #j) &, # J,)
unde 7, si 7, sunt matrice unitare de dimensiunea respectiva. 0

Suma Kronecker permite de a determina o expresie compactd a generatorului
lanturilor LMTC, constituite din K componente. Ea descrie functionarea autonoma a
componentelor LMTC care rezulta din tranzitiile locale.

In [18] sunt prezentate mai detaliat proprietitile acestei operatii si unele exemple

de aplicare. De asemenea, suma Kronecker se extinde si la K matrice D, :
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K K K
6D, - Z@f W ®D, @ 1, =21, BDOL,,
unde o, =[]a, si U, = H Compunera lanturilor LMTC independente. Fie
k'<k ">k

X, X,,... X sunt K lanturi LMTC independente cu generatorul respectiv Dy (7). Se

poate demonstra [13] cd procesul markovian rezultant X = (X, X,,...,X) areun

K
lant LMTC rezultant, generatorul caruia este D(7) = ® D (7).

Intr-un lant LMTC cu un generator D, componentele ciruia nu mai sunt
independente, tranzitiile /ocale genereaza in expresia lui D o suma Kronecker, care
traduce independenta acestor tranzitii, iar tranzitiile de sincronizare genereaza un
produs Kronecker care traduce modificarea simultand a mai multor componente.
Urmatoarele rezultate stau la baza descrierilor structurale ale generatoarelor lanturilor
LMTC, folosite pentru compozitia modelelor de retele Petri stocastice.

Generatorul unui lant LMTC cu K componente dependente. Fie X =(X,,..., X) un

lant LMTC si T, multimea tranzitiilor sale de sincronizare. Generatorul lui X este:

D= C—KBD + D A1) {@C ®A} (1.18)

k=1 ieT,
unde D' este restrictia matricei dinamice D la tranzitii locale in S, si, dacd durata de
tranzitie a ¢ T, este distribuitd conform legii exponential-negative exp(—=A(t)-7) i
[——> j , atunci:
Cy =4, = Ia,{ , daca t(ik) =i, C, zlak(ik7jk) si 4, zlak (i,0), daca
t(i,)=J, #1i,,unde 1 (J, /') este o matrice de D[*n], toti termenii careia sunt nuli,

in afara celui cu indice 1(J, /"), care este egal cu 1. Matricile {,, "propaga" in D

k

salturile de iesire din fiecare S, unde tranzitia ¢ produce o schimbare de stare.
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In general, compunerea Kronecker reprezinta o structurd constituita din mai multe
submodele RMG ale subsistemelor ce interactioneaza intre ele, fiecare posedand
totodatd o autonomie, mai mica sau mai mare, de functionare. Modelul este atunci
construit, tindnd cont de aceasta structura si de conditiile care trebuie impuse pentru a
obtine o expresie tensoriald factorizata.

Pentru orice matrice A, B, C si D produsul lor Kronecker, daca aceste expresii au
un sens practic, are urmatoarele proprietati :

(A®B)Q®C=AR(BRC);;(A+B)®C=(A4QC)+(B®C)
(A-B)®(C-D)=(A®B)-(C®D); (AQB)"=A4A"®B";
(A-B)®" = A®"-B®", (A®B)'=A4"®B".
Suma Kronecker este definitd [29] in termeni ai produsului Kronecker ce implica
matrice, ca:

K K K
@ 4, :Z[nK ®--®I ®4,®I, ®--®I, :21
k=1

k=1 k=1

®4,01,. .,  (119)

K
iz

unde matricea 4, este o matrice patratica de dimensiunea 7;,. Un exemplu de suma
Kronecker a trei matrice este prezentat in figura 1.2, in care se indica fiecare termen al
sumei din ecuatia (1.19) si suma lor totala.

Reprezentarea Kronecker rarefiata. Utilizarea operatiilor Kronecker permite
reprezentarea totald a matricelor voluminoase prin stocarea unor matrice mult mai
mici. Vom examina efectul alegerii metodei stocdrii matricelor partiale (mici) asupra
complexitdtii prelucrarii lor.

Examinand exemplul din Fig. 1.2, putem observa cd matricea 4 este destul de
rarefiatd — mai mult de jumatate din elemente sunt nule. Un element nul apare atunci,
cand unul din elementele matricelor partiale este nul. De fapt, blocuri largi de
elemente nule apar ca rezultat a doud elemente nule din matricea 4;. Din punct de
vedere a necesitdtilor de memorie pentru acest exemplu, alegerea unei structuri de
date pentru matricele partiale (mici) (de exemplu completd, rarefiatd pe randuri sau

rarefiata pe coloane) nu este critica, deoarece matricele partiale vor necesita un volum
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de memorie foarte mic, indiferent de structura de date utilizata. Cu marirea

dimensuiunii matricei 4y aceasta alegere, desigur, va avea un impact apreciabil.

[2 2} 222 {4 4}
4, = 4,=(2 2 2 A4 =
2 2 4 4
222
3 3 1 (2 2 2 1
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
A4,®L QI = LL®A®I =
P 3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3 2 2 2
3 3] | 2 2 2]
(4 4 i (9 4 2 2 3 |
4 4 4 9 2 2 3
4 4 2 9 2 3
4 2 49 3
4 4 2 2 9 4 3
L&l @A~ 4 4 @ - 2 2 4 3
P 4 4 k=1 TE T3 9 4 2 2
4 3 9 2 2
4 4 3 2 9 2
4 3 2 49 2
3 2 2 9
| 4] | 3 2 2 9]

Figura 1.2. Exemplu de produs Kronecker

Utilizarea stocarii matricelor rarefiate poate aduce la o diminuare considerabila a
complexitdtii multiplicrilor vector-matrice. Aceasta este n special adevarat pentru o
reprezentare produs Kronecker. De exemplu, presupunem ca trebuie sa Inmultim un
vector cu o0 matrice 4=4, ®---®4,, unde 4eIR"". Pentru simplitate, vom utiliza
metoda direct-inainte, in care fiecare element al coloanelor matricei 4 este calculat
explicit si inmultit cu elementul-vector cel mai apropiat. Daca fiecare matrice Ay este

complet stocatd, atunci costul multiplicirii vector-matrice este exact KN * inmultiri in
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virguld mobilad. In cazul in care vom memora matricele A utilizind metoda
coloanelor rarefiate, costul multiplicarii vector-matrice este exact Kn(4) inmultiri n
virguld mobila. Asadar, pentru orice element nul din 4, vom efectua cu K inmultiri
mai putine, in cazul in care alegem stocarea rarefiatd a matricelor partiale.

Desigur, necesitatea accesarii elementelor matricei A impune metoda de stocare a
matricelor partiale Ay,..., 4;. Daca dorim accesul la 4 pe randuri (coloane), vom stoca
fiecare matrice 4; pe randuri (coloane). In cazul in care avem nevoie de a accesa
matricea 4 atat pe randuri, cat si pe coloane, va trebui sa utilizim un format rarefiat,
ce permite accesul pe randuri si coloane pentru orice matrice 4;. Stocarea completa va
f1 necesara, doar daca avem nevoie de acces la anumite elemente ale matricei 4. La
implementarea lui poate fi utilizat atat accesul pe randuri, cat si pe coloane. Asadar,
vom considera ca fiecare matrice A4, este stocata sau prin metoda randurilor rarefiate

sau prin metoda coloanelor rarefiate.

2.Elemente de teoria asteptarii
2.1. Generalitati

Reteaua de telecomunicatii sau de calculatoare este un sistem complex format
dintr-o multitudine de sistemele elementare interconectate dupda o structura
convenabila.

Sisteme elementare sunt de tipuri diferite, avand caracteristici proprii ce decurg
atat din constitutia lor fizica, precum si din natura proceselor la care sunt supuse.

Metodele fenomenelor de asteptare descriu sisteme si procese de servire cu
caracter de masa care intervin in diferite domenii ale activitatii practice.

Teoria asteptarii (teoria firelor de asteptare sau teoria cozilor) este acea ramurd a
matematicii, ce studiazd fenomenele de asteptare. Enumerdm acum principalele
elemente ale problemei fenomenului de asteptare.

Sursa este multimea unitdtilor (cererilor, clientilor) ce solicitd un serviciu la un

moment dat. Ea poate fi finitd sau infinitd. Sosirea unitatilor in sistemul de asteptare
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determind o variabila aleatoare X care reprezintd numarul de unitati ce intrd in sistem
in unitatea de timp. Este necesar sa se cunoasca repartitia variabilei X.

La originea teoriei asteptarii se gaseste determinarea “incarcarii” optime a unei
centrale telefonice. Pentru a rezolva aceasta problema, este necesar sa se determine
cererile de servicii (apelurile) care sosesc in mod Intdmplator si sd se inregistreze
timpul necesar pentru obtinerea legaturilor telefonice. Un astfel de model in care se
urmadreste satisfacerea cat mai prompta a cererilor de servicii in conditii economice
cat mai avantajoase se numeste model (sistem) de asteptare (servire).

In sistemul de asteptare exista un flux de unitdti (cereri) pentru servire numit flux
de intrare caracterizat prin numarul de cereri care intra in sistem in unitatea de timp.
Intr-un sistem de asteptare exista elemente care efectueaza serviciile, numite servere
sau canale de servire. Pentru servirea fiecarei unitati (cerere, client), este necesar un
timp oarecare in cursul caruia serverul este ocupat si nu poate servi alte unitati.
Durata servirii este intdmplatoare (aleatoare). Un sistem de asteptare este descris
complet de urmatoarele elemente: flux de intrare, sirul (firul) de asteptare, serverul
(serverii) de servire si fluxul de iesire. Cu ajutorul fluxului de intrare putem determina
modul in care sosesc unitdtile in sistemul de asteptare. Presupunem ca intrarile
(sosirile) in sistem sunt intdmplatoare si independente. Deci probabilitatea ca o
unitate (cerere) sa soseasca in sistem este independentd atat de momentul in care se
produce sosirea cat si de numarul de unitdti existente deja in sistem sau de numarul de
unitati ce vor veni. Probabilitatea ca 1n intervalul de timp (z, #+At), >0, sa se produca
o intrare In sistem reprezintd numarul mediu de intrari (sosiri) in unitatea de timp At

si este egald cu 1/A, in ipoteza ca sosirile urmeaza un proces Poisson de parametru A,
(0 <A < o). Sa presupunem ca ¢ > 0 si sa notam cu ¢, ¢, ... , £, ... momentele
i 0 1 n

succesive in care sosesc unitdtile in sistem. Vom admite ca intervalele de timp dintre

doua unitati consecutive T, =¢ -1, ¢ = 0,n=1,2,... sunt variabile aleatoare pozitive

independente cu functia de repartitie
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Fx)=P(t <x),0<x<o,n=12,. |,
iar T, n = 1,2,..., fiind variabile aleatorii identic repartizate. Timpul necesar pentru

servirea unei unitdti se numeste timp de servire. Presupunem ca duratele de servire
sunt variabile aleatoare pozitive, identic repartizate, independente si, de asemenea,

independente de t,,7,,... Notand cu u timpul de servire al cererii de-a n-a unitati,

functia de repartitie a timpului de servire este
H(x) = P(u,<x),0<x<cc.

Sirul de asteptare este determinat de numarul locurilor de asteptare si numarul
unitatilor care asteapta si poate fi finit sau infinit (limitat, respectiv nelimitat).

Serverul (unitatea de serviciu) poate fi un lucrator (vanzator din magazin, casierul
de la autoservire, mecanicul de intretinere si reparatii), o masind, un calculator etc.,
care efectueaza serviciul solicitat. Timpul de servire a unei unitati de cdtre un server
este o variabila aleatoare Y.

Practica pune la dispozitie valori empirice pentru variabilele aleatoare X si Y, cu
ajutorul carora determinam legile de repartitie si parametrii pentru variabilele
aleatoare X si Y, de exemplu, prin ajustarea unei distributii empirice la o distributie
teoretica dupa metodele pe care teoria probabilitatilor si statistica matematica le ofera.

Studierea fenomenelor de asteptare are drept scop stabilirea structurii optime a
sistemelor tehnice astfel incat cheltuielile ocazionale de asteptari sa fie minime.

Un fenomen de asteptare se caracterizeaza, deci, prin urmatoarele aspecte:

- Existenta unitatilor (clientilor) care intrd in sistem intr-un numar limitat sau
nelimitat si formeaza siruri sau cozi de asteptare.

- Prezenta pe traseele de asteptare a unuia sau mai multor serveri (statii de
serviciu) care indeplinesc anumite prestatii.

- Corelatia stransd dintre sosirile unitatilor, formarea sirurilor (cozilor) de
asteptare si servirile clientilor din sirul de asteptare. Pot exista unul sau mai multe

siruri paralele de asteptare si unul sau mai multi serveri (canale) de servire. Servirea
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clientilor se poate face in paralel, in cascada sau in serie-paralel. Disciplina de
servire a unitatilor poate fi “primul venit, primul servit”, disciplina prin exceptie si
disciplina dupa gradul de urgenta etc.

- Schemele de asteptare pot fi cu circuit inchis sau cu circuit deschis. Daca
unitdtile care pardasesc sistemul nu se redntorc la punctul de intrare, atunci schema
sistemului de asteptare este cu circuit deschis. In caz contrar schemele sistemelor de
asteptare sunt cu circuit inchis.

- Grupurile functionale ale teoriei asteptarii sunt: sursele care genereaza si trimit
dupd anumite legi in sistem unitétile care participa la fenomenul de asteptare; sirurile
de asteptare care se formeaza din cauza neregularitdtilor dintre sosiri si serviri si
servirile care pot fi individuale in grup si in masa.

Modelele de asteptare denumite si sisteme de asteptare (SA) se regasesc in diverse
sisteme tehnice, sub forme caracteristice cum ar fi: asteptdrile mesajelor pentru a fi
prelucrate de diverse calculatoare; depanarea programelor etc. Functionarea optima a
sistemelor 1n care apar fenomene de asteptare se realizeazd pe baza minimului
cheltuielilor de functionare 1n conditii restrictive impuse. Aceasta reclama
reglamentarea fluxului de intrare, micsorarea cozilor de asteptare, verificarea
serverilor in vederea functiondrii continue la un ritm impus si coordonarea cantitatii si
calitatii serverilor cu cerintele formulate de beneficiari.

Modelele S4 de servire a unitatilor care asteapta pot fi cu unul sau mai multi
serveri. Cand existd doi sau mai multi serveri, acestea pot functiona in paralel sau in
serie (cascadd). Servirile se executd fie in ordinea intrarilor unitétilor in sistem fie in
ordinea de gravitate a defectiunilor.

Fluxul de intrare descrie modul in care sosesc in sistem unitdtile ce solicita
servicil. Rata sosirilor si servirilor unitétilor in sistem intr-o unitate de timp se noteaza
(M) si respectiv (i). Numarul unitatilor din fluxul de intrare poate fi finit sau infinit.
Sistemele de asteptare a unitatilor solicitante pot fi cu sau fara pierderi. Sistemele de

asteptare cu pierderi pot fi cu refuzuri directe si refuzuri intarziate. In primul caz
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unitatea solicitantd care soseste in sistem observa ca serverul este ocupat si neavand
timp sd astepte paraseste sistemul fara sa revind vreodatda la punctul de intrare in
sistem. In cazul al doilea, cind se aplicdi schema mixtd de asteptare, unitatea
solicitanta dispune de un anumit timp pentru asteptare si daca nu este servita in acest
interval ea paraseste sistemul. Aceste situatii se studiazd cu ajutorul sistemelor de
asteptare cu restrictii de timp si (sau) de loc (cand in sistem nu existd loc pentru noile
unitati care vin §i au timp sa astepte).

In cazul mai multor siruri de asteptare, unititile se servesc dupid urmitoarele
reguli: “primul venit, primul servit”, “ultimul venit, primul servi’ si pe baza regulilor
de prioritate relativa sau absolutd.Organizarea servirilor poate fi realizata individual,
in grup si servire Tn masa. Daca fluxul iesirilor din statiile de servire nu este organizat
corespunzator atunci la sistemele de asteptare si servire in cascada apare fenomenul
de bloca;.

Aplicarea teoriei asteptarii la diverse situatii de gestionare a resurselor sistemelor
informatice implicd pe de o parte construirea modelelor matematice, iar pe de alta
parte stabilirea fluxului unitatilor din sistem, capacitatea de functionare, numarul de
serveri cu scopul determinarii solutiei optime la care cheltuielile au valoare minima.
Marimile care intrd in structura modelelor matematice ale SA se stabilesc pentru
procese nestationare si stationare. Probabilitatile dupa care se desfasoara evenimentele
in cadrul proceselor cu asteptare se determina fie cu ajutorul relatiilor analitice fie
prin aplicarea metodelor de simulare statisticd tip Monte-Carlo sau metodele de
simulare tip “joc”. Probabilitatile se determind atat pentru variabile cu structurd
discretd cat si pentru variabile cu structurd continua. Legile de repartitie ale
probabilitatilor pentru structuri discrete sunt de tip Bernoulli, Poisson, Pascal etc., iar

pentru structuri continue sunt de tip exponential-negative, Erlang-k (E),
Hiperexponential-k (H,), Cox-k, Weibull, etc. Dacd in situatiile practice intervin

distributii cu mai multe variabile, atunci se pot calcula probabilitdtile cu relatii de tip
Dirichlet, Wishard, Pareto etc. [1,2,4,7].
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Aplicatiile practice ale teoriei asteptarii se regasesc in situatii diverse si anume:
ciclul lung intre emiterea ideilor noi si aplicarea lor Tn vederea asimildrii de noi
produse, asteptarea mesajelor prelucrate etc.

Procesele de asteptare pot fi stationare si nestationare. Pentru cunoasterea legii
dupa care au loc sosirile si servirile probabiliste ale unitatilor ce sosesc in sistem
trebuie studiate fenomenele din punct de vedere statistic, precizandu-se legea de
probabilitate care le guverneaza.

Fenomenele de asteptare din cadrul sistemelor informatice genereaza cheltuieli
care greveaza pretul de cost al prelucrdrii informatiei. Stabilirea structurii acestor
cheltuieli pentru diverse situatii din cadrul sistemelor de asteptare si precizarea
marimilor care au ponderi semnificative Tn modelul cheltuielilor se face analizand
relatiile de cost specificate de beneficiar.

Restrictiile pentru aplicarea modelelor matematice se referd la respectarea
cantitatii si calitdtii serviciilor si la evitarea fenomenului de blocaj. Daca o unitate
vine 1n sistem §i constatd ca timpul de asteptare este mai mare decat timpul de care
dispune, atunci ea pardseste sistemul si nu mai revine niciodati. In acest caz modelul
de asteptare este un SA4 cu pierderi. Cand exista diferente mari intre timpul de serviciu
si intervalul dintere doud sosiri se formeaza siruri mari de asteptare, ceea ce creeaza
conditii favorabile blocajului.

Cele mai frecvente situatii de asteptare intalnite n practica sunt: un sistem S4 cu
numdr limitat sau nelimitat de clienti, mai multi serveri cu un numar limitat si
nelimitat de clienti. Cele patru situatii se regasesc atit in procese stationare cat si In
procese nestationare.

Relatiile de calcul ale probabilitatilor n(n) se deduc din studierea proceselor
generalizate de nastere §i moarte ale cererilor si pot fi de tip Poisson, Erlang etc.,
caracteristicile numerice ale cdrora pot fi determinate prin solutionarea ecuatiilor

Chapman-Kolmogorov ce descrie comportarea sistemului S4 analizat.
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2.2. Procese de reinnoire

Timpii care se scurg Intre producerea evenimentelor succesive sunt variabile
aleatoare independente si identic repartizate, supunandu-se unei legi exponentiale de
parametru A. O generalizare naturald a unui proces Poisson este cea in care, renuntand
la cazul particular al repartitiei exponentiale, se presupune ca timpii dintre
evenimentele succesive sunt variabile aleatoare independente si identic repartizate,
avand o lege de repartitie arbitrara. Un asemenea proces de numarare este cunoscut
sub numele de proces de reinnoire, denumirea de “reinnoire” insemnand aparitia
(producerea) unui nou eveniment.

Definitia 2.1. Un proces de numadrare {N(?), t < 0}, pentru care timpii inter-sosire
sunt variabile aleatoare independente si identic repartizate cu functia de repartitie
arbitrara F'(¢), se numeste proces de reinnoire. O

Asa cum am aratat mai sus, procesul Poisson a cdrui repartitie a timpilor inter-
sosire este repartitia exponentiala:

F)=1-e"1>0
reprezintd cazul tipic de proces de reinnoire.

Exemplul 2.1.Sa considerdm cazul unui nod de comutare a pachetelor de date intr-
o retea de calculatoare, la care timpii de prelucrare sunt independenti si identici
repartizati. Sa presupunem cd atunci cand un pachet paraseste nodul, cel ce asteapta la
rand intrd imediat. In aceste conditii, procesul {N(?), ¢t > 0}, unde N(?) reprezinti
numadrul pachetelor panad la momentul ¢, reprezintd un proces de reinnoire.

La fel ca si in cazul particular al procesului Poisson, vom vorbi atat de timpii inter-
sosire T, n = 1,2,..., cat si de timpii de asteptare S, = T;+15+...+1,, Sy = 0, interesul
nostru focalizindu-se pe repartitiile acestora. In figura 2.1 ilustrim grafic
reprezentarea timpilor specifici unui proces de retnnoire.

In cele ce urmeaza vom presupune cd functia de repartitie a timpilor inter-sosire

este F(t) = P{T, <t}), n=12,..,cu F(0) = P{T, =0} <1 sisanotam cu u = E/T,]
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media corespunzatoare acestora. Deoarece S, reprezintd suma a n variabile
nenegative, independente si identic repartizate, rezultd cd functia de repartitie
corespunzatoare este data de:

P{S, <t} = F™ (t) = F*F*..*F,

unde * reprezinta operatorul de convolutie Stieltjes.

T b T T4

2 L 4 L 4 L 2 L 4
0 S AY) S3 Timp(t)

Figura 2.1. Timpii inter-sosire si timpii de asteptare ai unui proces de reinnoire.

Un proces de reinnoire se referd, in primul rand, la procesul de numarare /N(?), ¢t >
0 /. Pentru a gasi repartitia acestuia, sa reamintim echivalenta mentionata si In cazul
particular al procesului Poisson, relatia ce leagd variabilele N(z) si S,.

S, <t <& N(t) >n, care implica:
P{N@®) =n}=P{N@®) >n}-P{N(t) >n+1} =F" (1) —-F"" (1)
Tot in acest context vom remarca si faptul ca:
N(t) = max {n /S, <t}

Media variabilei N(z), notatd m(t) = E/N(t)] se numeste functie de reinnoire si

reprezintd numarul mediu de “refnnoiri” inregistrate pand la momentul z. Printr-un

simplu calcul, observam ca:
m(t) =Y P{N(t)=n} =) P{S, <t}=Y F"()
n=l1 n=l1 n=l

Functia de reinnoire este poate mai importanta din alt punct de vedere decat acela
ca reprezinta media unei variabile aleatoare, ea determinand Tn mod unic procesul de

reinnoire, in sensul cd existd o corespondenta biunivoca intre functia de repartitie F' si
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functia de reinnoire m(?). Fard a intra in amdnunte privind demonstratia acestui

rezultat, vom mentiona doar ecuatia integrala:

m(t)=F(t)+ jm(t —x)dF (x)

numitd si ecuatia de reinnoire, In care functia de reinnoire m(t) este necunoscuta,

precum si relatia dintre transformatele Laplace-Stieltjes ale celor doud functii:

relatia ce ilustreaza afirmatia facutd mai sus privind faptul ca fiecare dintre ele o
determina unic pe cealalta.
Exemplul 2.2. a) Sa consideram ca repartitia timpilor inter-sosire este gamma de

parametri (4, 2), deci F(t) = 1—(1+At)e”™. Rezulti ca functia de reinnoire este:

m(t) =£—1+le’u’
2 4 4

b

Sa ne reamintim ca transformata Laplace-Stieltjes a repartitiei de mai sus este data

de relatia: F'(s) = (L)2 , ceea ce implica: m(s) = i—Li,
A+s 2s 4 s+24

b) Sa consideram ca de unde m(r) :%_%J&e-”’. functia de reinnoire este datd de:

m(t) = 2t, t > (. Deoarece functia de reinnoire corespunde unui proces Poisson, avand
rata 4 = 2, rezultd cd functia de repartitie a timpilor inter-sosire este o repartitie
exponentiala de medie //2.

In general, deoarece transformata Laplace-Stieltjes a repartitiei exponentiale:
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F(t) = 1-™ t >0 este dati de: F’(s) = %, obtinem: m’(s) = 4 m'(s)= 4
S+ S S

care implica m(t) = At.

Daca consideram N(?)/t ca fiind rata de reinnoiri pana la momentul ¢, rezultd ca
aceasta converge, cu probabilitatea egald cu /, citre numarul //u ,cunoscut sub
denumirea de rata procesului de reinnoire, adica rata numarului mediu de reinnoiri
converge, de asemenea, la rata //u a procesului.

O generalizare a notiunii de proces de reinnoire este urmatoarea. Sa presupunem
existenta unui proces de reinnoire /N(?), t > ()}, cu urmatoarea proprietate: de fiecare
datd cand apare o “reinnoire” se oferd o recompensa R,. Sd presupunem ca
recompensele R, reprezintd variabile aleatoare independente si identic repartizate. De
asemenea, nu vom ignora cazul in care R, poate depinde de 7,. Un asemenea proces

se numeste proces de reinnoire cu recompensa.

N(1)
Se poate arita ca, dacd notam:R(r)= Y R, recompensa totald obtinutid pana la

n=l1

momentul ¢, atunci cu probabilitatea / avem:

o ¢ E[T]T == ¢ E[T]

n

In cazul proceselor de reinnoire cu recompensi este introdusa notiunea de ciclu,
privit ca momentul in care apare un nou eveniment (vom spune ca “un ciclu s-a
incheiat” atunci cand in cadru procesului un nou eveniment si-a facut aparitia).
Rezultatul de mai sus se poate traduce prin aceea cd, pentru un interval de timp
suficient de mare, astfel incat procesul sa fie stabilizat, recompensa medie pe unitatea
de timp este egald cu raportul dintre media recompensei obtinute intr-un ciclu si
media duratei ciclului, ceea ce, intuitiv, era de asteptat.

Exemplu 2.3: Sa presupunem ca intr-un nod de comutatie a pachetelor a unei retele
de calculatoare sosesc pachete conform unui proces de reinnoire, avand media

timpilor inter-sosire egala cu p. De cate ori in nod se gasesc N pachete, valoarea lui N

42



reprezentand un “prag” de limitare a numarului de pachete in asteptarea prelucrarii
lor. Sa presupunem ca pentru un numar de n pachete sosite, costul pe unitate de timp
este de nc lei. Se cere costul mediu cerut de sistem, in regim stabilizat de functionare.

Vom presupune in acest caz ca un ciclu este incheiat atunci cand pachet este
deservit, un loc se elibereaza. Rezultd ca media duratei unui ciclu este egald cu
produsul dintre numarul necesar de locuri ce implicad o deservire si media timpului
dintre doua sosiri a pachetelor.

E[durata unui ciclu] = Nu

Daca notam cu U, timpul trecut intre cea de-a n-a si cea de-a (n+1) sosire dintr-un

ciclu, atunci media costului pentru un ciclu este data de:
E[costul per ciclu] = E[cU;+2cUs+...+(N-1)cUy_],

de unde, tinand cont ca £/U, /= u, rezulta ca:
. N
E[costul per ciclu]= cy?(N -1).

Conform rezultatului de mai sus, rezulta cd raportul dintre costul mediu al unui
ciclu si media duratei ciclului reprezinta costul mediu corespunzator nodului, deci:

cos tul mediu al nodului = M

Ca o aplicatie numerica pentru situatia de mai sus, sa consideram cazul in care rata
de sosire a pachetelor pentru internare este de 2 = 2.4 pachete /s, costul normalizat pe
unitate de timp este ¢ = /0 u.m (unitdti monetare), iar de fiecare datd cand un loc se
elibereaza, se “acorda o recompensa” de 48 u.m. Se cere, in acest context, sa se
gaseasca numarul N de p pachete care s minimizeze costul mediu al nodului, in
regim stabilizat de functionare.

Pentru a raspunde la aceasta intrebare, sa observam ca functia ce da costul mediu

pe unitate de timp este, In ipoteza de mai sus:

5N?—5+20
N
Aplicand acum aparatul clasic al Analizei matematice, obtinem valoarea lui N care

C=
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minimizeaza costul mediu, N = 2, costul mediu pe unitate de timp astfel obtinut fiind

egal cu 15 u.m.

2.3. Sistem de asteptare elementar

In forma sa cea mai generald un sistem de asteptare elementar compus din surse,
siruri si serveri, plasati in zona de servire, cu circuit inchis sau deschis se poate urmari
cain fig. 2.2.

Un numar de unitati intrd in sistem pentru a obtine un serviciu. Ele sunt produse
de surse exterioare sistemului, surse ce pot fi Intr-un numar finit sau infinit. Sursele
functioneaza deci ca un generator, ce poate furniza un numar /imitat sau nelimitat de
unitdti. Unitatile intrd in sistem §1 gasesc aici, In zona de servire, un numdr de
elemente ce trebuie sa le asigure serviciul, numite serveri (resurse). Daca numarul
acestora este limitat, atunci unitatile pot fi indrumate spre o asteptare, formand unul
sau mai multe siruri de asteptare. Sirurile sunt organizate dupa anumite reguli de
prioritati, iar maniera de prelucrare a unitatilor din sir in vederea prelucrarilor de catre
resurse este asemenea variabild. Unitatile pot fi considerate clienti ce solicita serverul
si uneori chiar asa sunt denumite.

Indata ce unitatea a fost prelucratd, ea pardseste sistemul prin iegire, putind in
unele situatii de exploatare sa fie repozitionata la intrarea sistemului, o data sau chiar
de mai multe ori, inainte de a regasi sursa-generatoare.

Din exterior, sistemul SA elementar este perceptibil doar prin intrarile si iesirile
sale, eventual prin identitatea unittilor care intrd sau care ies din el. Functionarea
sistemului se manifestd deci prin transferarea unitatilor de la intrare la iesirea sa.

Analiza matematicd a unui sistem SA elementar (denumit simplu in cele ce
urmeaza sistem SA) trebuie sa considere urmatoarele elemente:

- secventa momentelor 0 <7, <7, < ... <¢ ... de sosire a unitatilor in sistem;

- secventa u , u,, ..., i, ... a duratelor de servire a unitétilor 1,2,..., j,...;
5 j k)
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- disciplina de servire, care precizeaza ordinea in care sunt serviti clientii ce ajung

in sir (FIFO, LIFO etc.)

Zona de generare (Z. g.) Zona de servire (Z. s.)

1
1
1
1
i
i
\ Arbitru
I cacacacaa
i
1
i
1
1 E
o, : N 0=i<n lesiri
. o T
d ' Sir de asteptare
1 1
i i
1 1
1 1
1 B 1
1 : 1
i i
C (Y
&)
1 1
1 1
| 1
F, (), =1r Fyov=1
&  —fluxul partial de cereri generate de generatorul G;;

Fait) — functia de repartitie a intervalelor de timp ale intersosirilor cererilor in SA generate de G;
Fsv(t) — functia de repartitie a duratei de servire a cererii de catre serverul SV;.

Fig. 2.2. Schema generald a unui sistem de asteptare elementar

Putem face o clasificare a fenomenelor de asteptare fie dupd numéarul unitatilor
din sursd si numarul serverilor, fie dupa natura sosirilor sau a servirilor. Astfel avem
situatiile: un sir, un server; un sir, mai multi serveri; mai multe siruri, un server; mai
multe siruri, mai multi serveri sau sosiri constante, servicii constante; sosiri constante,
servicii aleatoare; sosiri aleatoare, servicii constante, servicii aleatoare etc.

Datorita diversitatii lor, sistemele au trebuit sa fie categorisite si in acest scop se
foloseste clasificarea si notatia Kendall, corespunzator careia fiecarui sistem 1 se
atagseaza o formuld cu 6 caractere alfanumerice SA : A/ B /k/m /N / (Disciplina),

care au urmatoarele semnificatii:
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natura procesului de sosire a cererilor,

natura procesului de servire a cererilor,

*

numarul serverilor in zona de servire a sistemului,

+ N: numadrul maxim al unitatilor in sursa generatoare,

+ m: numarul total al locurilor disponibile in sirul de asteptare,

+ Disciplina: disciplina de servire a cererilor in sistem.

Pentru a defini principalele procese de intrare sau de servire se folosesc
simbolurile:

¢ M: lege exponentiald, C = 1.

+ D: lege constantd, C = 0.

*

E . lege Erlang de ordin k, 0 < C < 1.

*

H : lege Hiperexponentiala de ordin r, 0 < C < +oo.

*

G: lege generald, 0 < C <o,
unde C, =./D[x]/M[x] este coeficientul de variatie respectiv, D[.X] este dispersia, iar

M X] este speranta matematicd a legii de repartitie a variabilei aleatoare X.

Principalele discipline de servire a clientilor sunt:

FiFo (“first in first out”) sau (paps) - primul ajuns, primul servit (“premier arrive
premier servi”),

LiFo (“last in first out”) sau (daps) - ultimul sosit, primul servit (“‘dernier arrive
premier servi”),

FiRo (“first in random out”) sau a - aleatoriu (“aleatoire”).

Numarul combinatiilor tuturor acestor categorii de proces si disciplinile de servire
este considerabil de mare si de aceea a fost necesara aceasta clasificare riguroasa tip
Kendall, unanim acceptata.

In cele ce urmeaza ne propunem si analizim cateva modele de sisteme de
asteptare, intalnite Tn practica, determinand in acelasi timp diferiti indicatori numerici

de performanta legati de astfel de modele.
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Intr-o problemd de asteptare se intalnesc urmitorii indicatori numerici de
performanta principali:

1) m - numarul locurilor de asteptare ale unitatilor populatiei din sursa care sosesc
in sistem, m poate fi finit sau infinit;

2) k - numarul serverilor (unitatilor de serviciu);

3) m (¢) - probabilitatea ca in sistemul de asteptare sd se gadseascd n unitdti la

momentul ¢ oarecare. Pentru simplificarea scrierii in cele ce urmeaza vom nota doar
prin 7 .
4) n(?) - numarul de unitati ce se gasesc in sistemul de asteptare (sir + serviciu) la
momentul 7 si care este o variabild aleatoare cu distributia discreta
O 1 2 .. n ... m
n(t):
n, T, M, . WM, .. T

S5)n,, () - numarul mediu de unitdti in sistem la un moment ¢, care este valoarea

medie a variabilei n(z), adica:

m
Evident cand m=oo,n,(r)=) nz, ceea ce impune ca aceastd serie sa fie
n=0

convergenta.
5) n(f) - numarul de unitati din sirul de asteptare, la un moment #; n(z) este o
variabila aleatoare cu distributia:

(o l.n—k.m—k ]
n(1):

T, + T, +..+7, +7T,,..T,..T,

b

deoarece exista unitdti in sirul de asteptare atunci cand n depaseste numarul de
serveri k.

5) n,(t) - numarul mediu de unitati ce se afld in sir si are forma:

(=S (n-km,.

n=s+1
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m=w, ()= 3 (n-km,

Pentru n=stl si seria va trebui sa fie convergenta.

6) n(f) - numarul de unitati ce sunt servite la un moment z. Evident n (f) = n (?) -
n (1), deci n (7) este o variabila aleatorie.

6)n,(r)- numdrul mediu de unitdti ce sunt servite la momentul ¢ si
n,(1)=n,(t)-7,(t) , din proprietatea mediei a unei variabile aleatoare.

7) m(n(t) > [) - probabilitatea ca numarul unitatilor in sistem la momentul ¢ sa fie
mai mare decat /. Dar

nn(@) >0 =1-n(n@) <l)=1-(ntr+..+m).

8) L timpul mediu de asteptare a unei unitati in sir.
9) ,,- timpul mediu de asteptare a unei unitati in sistemul de asteptare.
Ultimii doi indicatori depind de legile serviciului si a sosirilor si vor fi determinati

pentru fiecare model in parte in conformitate cu legea lui Little a SA:

n N X:iki T
loa = nSA/k, unde i=1

este rata medie de sosire a unitatilor (cererilor, clientilor, tasck-urilor) in SA4.

2.3. Legi probabilistice ale sosirilor si servirilor
Fie X variabila aleatoare discreta ce reprezintd numarul de unitati sosite In unitatea
de timp, intr-un sistem de asteptare. Ne propunem sa cercetam repartitia variabilei X
in urmatoarele conditii:
a) probabilitatea sosirii unei unitati la un moment dat este constanta si nu depinde
de ceea ce s-a intamplat anterior.
b) probabilitatea unei sosiri intr-un interval de timp foarte mic (¢, t+Af) este

proportionald cu lungimea intervalului A¢, oricare ar fi ¢, adica este

AAt +0(At), unde lim0(A7) =0 si lim 0(AD _ 0.
t—>

At—0 At
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c) probabilitatea ca in intervalul de timp (¢, t+A¢) sa avem mai mult decat o sosire
este aproximativ egala cu zero, cand Af indeplineste conditia b).

Propozitia 2.1. Variabila aleatoare X ce reprezinta numarul de unitdati sosite pe
unitatea de timp intr-un sistem de agsteptare are repartitia Poisson. []

Demonstratie. Vom determina probabilitatea evenimentului 4 (¢), ca intr-un
interval de timp (0, #) sd avem n sosiri, adica P () = P(X = A4 (¢)), procedand din
aproape in aproape pentru n=0,1,...

Sa notam cu A (#+Atf) evenimentul ca in intervalul de timp de lungime 7+Af sa
avem zero sosiri. Acest eveniment are loc atunci, cand nu avem nici o sosire in
intervalul de timp (0 + #) si (¢, t+Af?) si scriem:

A,(t+ Aty = 4,(1) N 4,(A0).

Din conditia a) rezulta:

P(A,(t+ At)) = P(A,(1)) N P(A4,(Ar)) @.1)

Din ¢) rezulta:

P(4,(At)) =1-P(A4,(Ar)),
iar din b) deducem ca:
P(A4,(At)) =1- LAt
Atunci relatia (2.1) se va scrie
Pt +Ar) = P(1)(1- 1A0),
de unde
Pt +A0) - B(1)=-)- P()AL,
deci

R(t+At)- R (1) _ 0P (1)
At o

Pentru  Af = Oobtinem ecuatia diferentiald lineara de ordinul intdi in

Py): B () ==A-F(0). (2.2)
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a carei solutie este:
P(1)=Ce™. 2.3)

Pentru determinarea constantei C din ecuatia (2.3), tinem seama ca la timpul ¢ = 0,
evenimentul de a nu avea nici o sosire este eveniment sigur, deci P (0) = 1. Inlocuim
in (2.3) pe =0 si avem

P (0)=C, deci C=1.
Asadar, probabilitatea de a avea zero sosiri in intervalul (0, #) este
P(1)=Ce™.

Sa determindm acum P (#+At), adicd probabilitatea ca in intervalul de timp (0,
t+A?) si avem n sosiri. In intervalul (0, #+Af) conform conditiei c) poate sosi una sau
nici o unitate, de aceea vom scrie:

At + A1) = (A4, () N A, (AD) U A, ,(6) " A (M),
de unde
P(t+A1)=P(1)- B(A) + P, () A(A1)
sau
P (t+At) =P (t)(1-1At) + P_ (1)(MAt + O(A?)).

Prelucrand aceasta egalitate, impartind prin Af si trecand la limitd avem:

B/(t) =—AP, (1) + LB, (1). (2.4)

Pentru n = 1 obtinem

P()+AP(1)—re™ =0,
ecuatie diferentiald de ordinul inti in P (7) a carei solutie este:

—fwt

P@ty=e T (C+ [reel™dry= e (C+ )
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Pentru determinarea constantei C, folosim egalitatea P (0) = 0, adicd evenimentul
ca la momentul initial # = 0 sa avem o unitate sosita este imposibil. Atunci, facand ¢ =
0 in solutia generald, avem:

B(0)=e"(C+2- 9 deci 0 =1.C, de unde C = 0.

Atunci

P(t)=\te™.

Analog pentru n = 2 obtinem

() + AP(1)~ AP(6) =0
sau
P(t)+AP(t)— Nte ™ =0,

a carei solutie generala este
—ht 1 2,2
P(@)=e (c+57»t )
si cum

1
P(t)= EWW.
P,(0)=0, avem
Prin generalizare putem scrie:
1 nyn _—ht
P(t)=—Nt"e™.
n! (2.5)
Pentru a accepta aceasta formd, vom recurge la inductia matematica. $i cum etapa
de verificare a fost efectuatd, presupunem adevarata relatie (2.5) pentru n natural
oarecare.
Sa demonstram ca este adevarata si pentru n + 1, pentru care relatia (2.4) se va
scrie astfel:

PI‘;+1 (t) = _/1[:1+1 (Z) + ﬂ“Pn (t)

sau inlocuind P (#) din (2.5) obtinem:
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: 1 _
P )+ AP, ()~ —'/1"”t"e “ =0,
n:
ecuatie diferentiald liniara de ordinul intai, cu solutia

: 1
P £ = e—it C+—ﬂn+lﬂn+l )
wat (1) ( (D) )

Sicum P (0) =0, rezultd ca C = 0, si deci

1
(n+1)!

ﬂnﬂtnﬂe—h

Pn+1 (t) =

3

formula ce confirma valabilitatea relatiei (2.5) pentru orice » natural.

Cu expresia obtinutd pentru P (), putem afirma ca intr-un fenomen de asteptare in

care sunt indeplinite conditiile a), b), ¢) numarul de sosiri in intervalul de timp (0, 7)
este o variabild aleatoare poissoniand, cu parametrul Az.

Evident pentru = 1 (unitatea de timp) avem:
Pn(l) — l/lneflt
n!

si rezultd ca A coeficientul de proportionalitate introdus prin conditia b) reprezinta
numarul mediu de unitéti sosite in unitatea de timp.

Observatie. Acceptand conditiile a), b), ¢) si pentru numarul unitétilor servite de
catre un server ce lucreaza fara intrerupere, obtinem printr-un rationament analog, ca
numdrul de servicii ce pot fi facute de un server intr-un timp ¢, este o variabila
poissoniana. $i daca p este coeficientul de proportionalitate introdus porin b), el
reprezintd numarul mediu de unitéti servire in unitatea de timp.

In continuare si cercetim relatia variabilei Y, care reprezintd timpul dintre doud
sosiri consecutive. Evident Y este o variabild aleatoare continua.

Propozitia 2.2. Variabila aleatoare Y are repartitia exponentiala. O

Demonstratie. Considerand ca momentul initial, momentul in care a sosit prima
din cele doud unitati, sd calculam probabilitatea ca timpul Y dintre cele doua sosiri sa

fie mai mare decat un timp oarecare ¢ > 0. Aceasta probabilitate va fi evident P (7)
adica probabilitatea ca in timpul # s nu avem nici o sosire. Deci
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PY>0)=F)=e",
de unde
PY<t)=1-e*
egalitate ce ne spune ca functia de repartitie a variabilei Y este
F(t)=1-¢e*
specifica variabilei Y de repartitie exponentiald, cu densitatea de repartitie
f)y=F ()= e

si deci
M(Y)= Iff(t)dt = J.t/lewdt - %
0 0

Asadar, intervalul mediu dintre doua sosiri consecutive este inversul numarului
mediu de sosiri In unitatea de timp.

Observatie. Printr-un rationament analog putem deduce cd timpul dintre doua
servicii consecutive are o repartitie exponentiald si ca intervalul mediu dintre doua
servicii consecutive este inversul numarului mediu de servicii in unitatea de timp (in
cazul nostru 1/p).

Exemplu. Cu ajutorul metodelor statistice s-a stabilit c¢d sosirile mesajelor la un
calculator sunt poissoniene cu numarul mediu de 120 mesaje pe ora, iar timpul mediu
de prelucrare a unui mesaj este de 20 secunde. Sa se determine intervalul mediu dintre
doua sosiri consecutive, numdrul mediu de mesaje prelucrate intr-un minut si
probabilitatea cd in 75 de secunde sd nu soseasca nici un mesaj.

Rezolvare. Consideram drept unitate de timp minutul. Numarul mediu de sosiri pe
minut va fi de 2 mesaje, deci A = 2. Intervalul mediu dintre doua sosiri va fi 1/A = 1/2
minute, adica 30 secunde.

Timpul mediu de prelucrare a unui mesaj fiind de 20 secunde = 1/3 minute = 1/,
rezultd cd numarul mediu de mesaje ce pot fi prelucrate intr-un minut este p = 3
mesaje.
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Deoarece 75 de secunde fac 5/4 minute, rezultd, folosind relatia (2.5), ca
5 1 0 5 0 _-2%5/4 -2.5
P(2)==2"2 = e =0.083
0(4) 0 (4) e e

Observatie. Nu trebuie de inteles ca in orice fenomen de asteptare sosirile si
serviciile se supun numai repartitiilor Poisson si exponentiald. Existd cazuri ca ele se
supun si altor legi cum ar fi: uniforma, normala, %% Erlang, Hiperexponentiald, COX,
etc. Dar deaorece mai frecvente sunt primele vom prezenta cateva modele de asteptare

pentru care sosirile sunt poissoniene si timpul de sosire este exponential.

2.4. Deducerea ecuatiilor de stare pentru un fenomen
de asteptare in regim stationar

In cele ce urmeaza vom construi sistemul ecuatiilor de stare in cazul general,
respectiv In cazul procesului Poisson de nastere si de moarte, presupunind cunoscute
urmatoarele:

1) probabilitatea de trecere din starea s (in sistemul de asteptare exista » unitati)
in starea s (in sistemul de asteptare existd n+1 unitéti) in intervalul de timp (¢, +A7)
este: A At + 0(Af) si corespunde unei sosiri in sistem,;

2) probabilitatea de trecere din starea s in starea s (in sistemul de asteptare
existd n-1 unitati) 1n intervalul de timp (z, t+Af¢) este:

u At + 0(A7)

si corespunde unei plecari (serviri);

3) probabilitatea de trecere din starea s 1n starea s ., sau intr-o stare s _,, cu keN,

n-k>
k>1 este 0(Af);

4) probabilitatea ca in intervalul (¢, #+Af) sd nu aiba loc nici o modificare de stare
este:

1= (A, + 1 )AL+ O(A).
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Observam cd probabilitatea evenimentului contrar celui din cazul 1 (in sistemul de
asteptare exista » unitati si nu soseste nici o unitate in intervalul de timp (z, t+Af)) va
fi evident

1 - % At+ 0(At),
iar probabilitatea evenimentului contrar celui din cazul 2 (in sistemul de asteptare
exista z unitdti si nu pleaca nici o unitate in intervalul de timp (z, #+A¢)) va fi

1 - p At + 0(At).

Din prezentarea indicatorilor unui fenomen de asteptare am vazut ca majoritatea
dintre ei se exprima in functie de «t (¢) - probabilitatea cd in sistemul de asteptare, la
momentul ¢ sd existe » unitdti. De aceea ne propunem determinarea acestei
probabilitati pentru diferite valori ale lui » = 0,1,2,...

Cazul n = 0. Sa calculam probabilitatea ca in sistemul de asteptare sa nu existe
nici o unitate la momentul ¢ + Az, tindnd cont de situatia posibila la momentul .

In sistem nu existi nici o unitate la momentul # + Af cand avem una din situatiile:
a) (nu existd nici o unitate la momentul ¢) si (nu soseste nici o unitate in intervalul (¢, ¢
+ Af)) sau b) (exista o singura unitate la momentul #) si (pleaca o unitate in intervalul
(¢, t + Ar)) si (nu soseste nici o unitate in intervalul (¢, ¢ + Af)).

Situatiile a) si b) de mai sus reprezintd evenimente incompatibile care sunt
formate din evenimente independente si neglijand functiile 0(Af) care tind catre zero,
cand At este foarte mic, se obtine probabilitatea de stare cautata, adica

7o (t + ALY = 71, (£)(1 = AAL) + 71, (1) * 1, At(1 = A AY).
Se trece in stanga 7 (7) si se obtine
7yt + A1) = 7,(1) = Ao (DA + 44,7, (O)A — Ay 7, (£)(AD) .

Se imparte apoi cu At si se trece la limita

lim 0 (t+ A1) -7 (1) _

Ar>0 At _ﬂ“oﬂ'o(t)"‘lulﬂl(t)
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sau
”(v)(t):_/ioﬂo(t)"‘ﬂl”l(t)- (2.6)

Cazul n > 0. Sa calculdm probabilitatea ca in sistemul de asteptare sa nu existe n
unitati la momentul ¢ + Az; tinand cont de situatia posibild la momentul ¢.

In sistem existd » unititi la momentul 7 + A¢ cand avem una din situatiile: a) (la
momentul ¢ exista in sistem #» unitdti) si (nu soseste nici o unitate in intervalul (¢, ¢ +
A?)) si (nu pleaca nici o unitate in intervalul (z, # + Ar)) sau b) (existd in sistem »n + 1
unitati la momentul ¢) si (pleaca o unitate in intervalul (¢, ¢ + Af)) si (nu soseste nici o
unitate 1n intervalul (¢, ¢ + Af)) sau c) (existd n - 1 unitdti in sistem la momentul ¢) si
(soseste o unitate in intervalul (¢, ¢ + Af)) si (nu pleacd nici o unitate in intervalul (¢, ¢ +
A?)) sau d) (existd » unitati in sistem la momentul ¢) si (soseste o unitate in intervalul
(¢, t + Ar)) si (pleaca o unitate in intervalul (z, ¢ + Af)).

Deci evenimentul de a exista » unitati la momentul 7 + A¢ in sistemul de asteptare
este reuniunea a patru evenimente incompatibile si fiecare dintre acestea este
intersectic a cate trei evenimente independente. Neglijand functiile O0(A?),
probabilitatea cautata va fi

7,(t+ A1) = 7, (0)(1 = 4,01~ 11, A0) + 7, ()1~ &, A1, AL+
+m, (O, A=, A+ 7, (A, 1, (A1),

Se trece in membrul sting 7 (), se imparte la Af si obtinem:

. A
m ﬂil(t+ t) —_

E—)O At B _(l"-i_ﬂ” )7[” (t) + My 7Co (t)a
adica
70 () = Ay, (0 =y 4 11,78, (0 + 17, 0. 2.7)

Relatiile (2.6) si (2.7) formeaza sistemul ecuatiilor de stare care in cazul unui

regim stationar in care probabilitatile w () nu depind de momentul 7, deci sunt

constante la orice moment de timp, adica «t,(¢) = &, si deci, k= 0,1,2,... devine
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— A7, + o, =0
{ 0lo T KT 2.8)

ﬂ“n—lﬂn—l - (ﬁ’n + ,Un)ﬂ'n + ,Un+172'n+1 = O

cunoscut sub numele de sistemul ecuatiilor de stare in regim stationar. Convenim ca
in acest caz nici ceilalti indicatori sa nu se mai scrie functii de 7.

Din prima ecuatie a sistemului (2.8) avem

iar dacd in a doua ecuatie facem n = 1, avem

_ A4,
T, = Ty

HiH,
Presupunand cd pentru n = k -1 s1 n = k, pentru k numar natural oarecare, avem
Ay R

7. Sim,, = .
My Miin ooy

4

atunci pentru n = k + 1 din ecuatia a doua a sistemului (2.8) obtinem

Ay A,
My =,
My Hiin
deci este verificata relatia
g = lut g o (2.9)
Hhetd,

ceea ce da posibilitate de a evalua indicatorii numerici de performanta.

2.5. Modele de asteptare
Procese de nagstere (sosiri) si moarte (serviri). Procesul de nastere si moarte se
caracterizeazad prin faptul ca sosirile i serviciile sunt poissoniene. Ecuatiile

diferentiale corespunzatoare sunt
72';1 (t) = _(/In + lun)”n (t) + ﬂ“n—lﬂ-n-ﬂ (t) + ,Lln+17l'n+1 (t)ﬂn > 0

7y (£) = =270 () + 14,7,(2),
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unde A si p sunt functii de #. Din aceste ecuatii rezultd diverse cazuri particulare ale

fenomenelor de asteptare.

Modelul unui sistem cu un gir de asteptare, un singur server §i populatie infinita.
In acest caz A, =X\, n = Vom presupune ca probabilitatile n_sunt independente de
t, adicad procesul corespunzitor este stationar si permanent. Astfel obtinem sistemul
liniar de ecuatii

Az, +ur,  — A+, =0,n>0,

+1

Army+ pm, =0

cu conditia A < p. Tinand cont ¢ w +n +...=1 deducem

A
7o =1—p,p=—,p<1,
Y7,
T, = pn(l _p)’p < 1’
unde p se numeste factorul traficului (0 < p < 1). Tinand cont de expresia densitatii
de probabilitate
7, =p"(1-p)0<p<l,
rezulta ca

n ., 1
max 7z, (p) = (— )" ——.
n+1" n+1

Probabilitatea P(k < n) este de forma
Pk<n)=1-p"",
deci
P(k>n)=1-(1-p"")=p"",
Numarul mediu de unitati din sistemul de asteptare, adica din sirul de asteptare si

in curs de servire, este s

_ - A yo,
= 7[ = —
nSA ;n n ,U—ﬂ/ l—p

Numarul mediu de unitati din sirul de asteptare este
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ﬂ? _ /)2
upu=24) l-p

ﬁ; ::jél(n __l)tn::
n=2

Numarul mediu de serveri activi din sistemul de asteptare este
ﬁ; ::1__7Z0 ::/?
Timpul mediu de asteptare in sir este

A __p
wu—2)  pul-p)’

,
A
1ar timpul mediu de asteptare in sistem este

f ::zzgi = /) = 1
A A-p) wu(l-p)

de unde timpul mediu de servire este

_o_ 1
ts = ZLSA __ts - -

Y7,
Probabilitatea ca o unitate sa astepte in sirul de asteptare un timp mai mare decat

un timp ¢ dat este

PG, > 1= L,
7,

Sa consideram un alt caz particular al procesului de nastere si moarte
corespunzator unei rate medii de sosire constantd si unei rate medii de servire
proportional cu numarul de unitati din sistemul de asteptare, adica A = A, p = nu. In

regim permanent avem

n_—p
_ e A
rp =P

n! Y7,

Modelul unui sistem cu un sir de asteptare cu mai multi serveri §i populatie
infinita. Fie n numarul de unitati din sistem si s numarul de serveri care asigurd
servirea. Presupunem ca sosirile sunt poissoniene, iar serviciul este exponential cu p

<. In acest caz
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nLo=su,n=s.

In regim permanent n (f) = m_ = const. pentru orice n. Din sistemul liniar de

ecuatii:
Army = ur,,
A+nym, =Arx,  +(n+D)ur,, J<n<s,
A+spyr, =Ax, | +sur, ,n=s,
rezulta

A
7, zﬁﬂo,pz—,1£n<s,
n! Y7

" A

__P -
7, —ﬁﬂ'o,p——,l’l > 8.
NRY 2]

Tinand cont cd n+n +...=1, deducem

Ty = .

0 s=1 n s
Z P %
= n sl(1-p/s)

de unde limz,=¢".

§—>0

Valoarea medie a numarului de unitati in sistemul de asteptare este
ﬁSA =Znﬂ-n =p>
n=0
1ar valoarea medie a numarului de unitati din sir este

m,= Y. (n-s)m, = i (ns_i)f?nﬁo = P

i~ 72'0.
n=s*1 n=s+1 !S N S'(l - p/S)

s+1

Numarul mediu de serveri neocupati este
S
v :Z(n_S)ﬂ'" =5=p,
n=0

Are loc relatia

0 N

_ _ _ Y
7Z'(>0)—P(l’l2S)—z7Z'n —S!(l_—lo/s)ﬂ'o.

n=s
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Probabilitatea ca o unitate sa astepte in sistem este

o0 S

_ _ _ P
7Z'(>O)—P(YZZS)—Z7Z',1 —mﬂ'o.

n=s

Timpul mediu (durata medie) de asteptare in sir se obtine din relatia 7, = Az,, de

unde

N

p

t = — 7,
s-sl(1-p/s)* °

ﬁ$
vy

Timpul mediu de asteptare in sistem este
- -1
te, =1 +—.
1)
Modelul unui sistem cu un sir de asteptare, server unic, populatie finita (numar

limitat de clienti). Daca m este numarul de clienti (solicitanti), atunci procesul de

nagtere si moarte contine parametrii A, si u_pentru care
A, =mk, n, =0, n=0,
A, =(m—-n)k, p,=pn, 0<nm.
in regim permanent, adicd nt (f) = n_= const, n = 0,1,2,...,m, ecuatiile corespunza-
toare sunt
MAT, = UT,,
[(m—-n)A+puln, =(m—n+DAn,_ +ur, , 0<n<m,
AT =UT .
Din relatia de recurenta
n,=(m-n+Dpn,_, O0<n<m, p=A/p
rezulta

m!p"

=— O<n<m,
" (m-n)!

T,

1ar
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T, =

1+i

n=1 (m I’Z)'

Numarul mediu de unitati in sir este
n=3 -, =m-"Pan,).
= P
Valoarea medie a inactivitatii serverului este
V= Zl“(l —n)m, =7,
pr

ng,=n +1-v.

Are loc relatia
Timpul mediu de asteptare in gir se obtine din relatia
n,=(m-n,,

de unde

= 3(n-Dn, =( m —“”}

X(m 7 = pll-m, p

iar timpul de asteptare in sistem este

jon _1fm 1
Y Mm-n) pl\l-m, pJ

Modelul unui sistem cu un gir de asteptare cu mai multi serveri si populatie finita

(numar limitat de clienti). Dacd notam cu m numarul de clienti (solicitanti) si s nu-
marul de serveri (m>s), atunci procesul de nastere i moarte cu parametrii A_si p_este
dat de relatiile

A, =mk, n, =0, n>0,

A, =(m—n)h, p,=npn, 1<n<s,

A, =(m—n)k, n,=su, s<n<m.

in regim permanent, adica n (f) = n , n = 0,1,2,...,m, obtinem sistemul liniar de

ecuatii

mAT, = Um,,
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[(m—n)A+npln, =(m—n+DAn,_ +(m+Dur,, 1<n<s,
[((m—n)h+spln, =(m—n+1DAn,_ +surn, ., s<n<m,
SUT =AT .

Tinand cont de formulele de recurenta

m-n+1

n,=———pn,, 0<n<s,
n
m-—n+1
; pm, ., s<n<m,
s
rezulta
m n m m!
n,=C'p'n,, C'= <s,
(m—n)'n!
n! m n
T, = —C,pm, s<n<m,
sls
1ar
1
TEO = n*
Zl m n SY i
ary S' o (m n)'

Numarul mediu de unitati din sirul de asteptare este
n = i(n —s)m, = (m 2 sj(l - noiCW’”p") +sp'Cl'm,.
n=s+1 [Y) n=0
Numarul mediu de unitati in sistemul de asteptare este

_ sp—s—m ., O mp — s
nﬂ_{ SP=S=MPh | P n}w p-s
p(l+p) = I+p p

2.6. Modele cu restrictii

Sistemele tehnice, informatice, sistemele de calcul si retelele de calculatoare in care

atat timpul de asteptare 1n sir (la coada) sau timpul de asteptare total (sir+server) cat si

numarul locurilor de asteptarte sunt limitate se numesc sisteme cu restrictii.

Pentru sosiri Poisson si serverii de forma F(#)=(1-e*), cand unitatea sositd in

sistem poate astepta un anumit timp constant si marginit, el se aseaza la coada si
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asteapta. Daca timpul de asteptare este mai mare decat timpul de care dispune unitatea
sositd, atunci ea paraseste sistemul. Uneori unitatea paraseste sistemul fard sa fie
servitd. Sisteme SA cu astfel de caracteristici sunt denumite sisteme de asteptare cu
restrictii sau cu pierderi.

Cele mai uzuale modele cu restrictii sunt urmatoarele:

- modele cu timp de asteptare (constant sau variabil), in sir marginit;

- modele cu timp de asteptare cumulat (sir+server) dar marginit;

- modele cu sir de asteptare limitat.

Relatiile de calcul al timpului pentru primele doud cazuri se dau in literaturd
[1,2,7,8,10].

Modelele de asteptare cu sir limitat in cazul unui server, cand intrarile si servirile

respectd legea Poisson, opereaza cu urmatoarele marimi:

In general valorile lui (numiarul mediu de unitati in sir) si (numarul mediu de
unitdti in S4) se calculeaza astfel:
(1= N)p™ + (N -Dp"
(1-p)1-p")
~ _ 1-(N+Dp" +Np™"
- (1-p)1-p"")

in care: N - numarul maxim admisibil de unitéti in sistem.

n.=p

S

Modelele cu sir de asteptare limitat si cu mai multi serveri in paralel in cazul cand
intrarile si serverii sunt de tip Poisson opereaza cu relatii de forma:

_ T, (A
DR

P ia]

in care: j - numarul de unitati din sistem la un moment dat.

I£j<S<N

-1
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Probabilitatea ca o unitate sd pardseasca sistemul se poate scrie astfel:

s+j

P
G

In cazul in care functia de repartitie a duratei de servire nu este exponential-negativa,

adica coeficientul de variatie C # 1, atunci sunt utilizate functiile de repartitic £,
(Erlang-k), Cox-k si H, (Hiperexponentialad de ordinul k). Schema sistemului de

asteptare S4 cu zonele de servire respective sunt prezentate in fig. 2.2.
Modelele de asteptare ciclice cu (S) serveri in serie sau paralel, aratd modul de
stabilire a cheltuielilor cu asteptarea cand servirea este ciclicd. Aceste tipuri de

modele opereaza cu relatii de forma:

K+§-1 =g S-1
wy= K5l 5oL

(S—1)IK! K+S—1
_ K(K -1)
Rgy = )

(S+K-1)
|
TuS+K-1 v S+K-1

in care: K - numadrul total al unitatilor din sirul de asteptare; - timpul cat un server este

neocupat; ¢ - durata unui ciclu de prelucrare.

Modelele de asteptare cu intrari si serviri in grup apar in diverse situatii practice
cum ar fi: procesele de fisiune nucleard, procesele de numardtoare a particulelor
elementare, procesele automate din cadrul centralelor de telecomunicatii si sitemelor
informatice etc. Studierea acestor tipuri de procese se face, analizind 1n maniera
teoriel asteptdrii urmatoarele situatii:

- modele cu intrari In grup si serviri individuali;

- modele cu intrari individuale si serviri in grup;

- modele cu intrari si serviri in grup.

In modelele expuse sirul de asteptare se formeaza in ordinea sosirilor unitatilor in
sistem, iar servirea respectd principiul “primul venit, primul servit”. Nu sunt rare
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cazurile cand disciplina sirului de asteptare se stabileste in functie de urgenta si
importanta lucrarii, aplicandu-se principiul “ultimul venit, primul servit”. Modelele 1n
care disciplina de servire dupa alte criterii diferd de disciplina intrarii unitatilor in

sistem se numesc modele cu prioritate.

n=const Erlang-k generalizat

Y

0<a<l1, a+b=1

n=const

n=const

k
0<a;<l, Zai =1

i=1
Figura 2.3 Schema sistemelor de asteptare cu zone de servire
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Modelele cu prioritate se impart in modele cu prioritate relativa si modele cu
prioritate absolutd. In cazul modelelor cu prioritate partiald, unitatea sositd in sistem
asteaptd pana ce statia se elibereaza de unitatea in lucru si apoi trece in fruntea sirului
foramat anterior. Dacad modelele de asteptare sunt cu prioritatea absoluta, atunci in
momentul sosirii unei unitdti in sistem se intrerupe servirea la o unitate in curs de
servire si se serveste noua unitate servita in sistem.

Studiul sistemelor in care unitdtile au prioritate absolutd cuprinde diverse situatii
dintre care retin atentia urmdtoarelor: modele cu asteptare care necesitd un timp de
orientare pentru a schimba tipul de unitate pe care trebuie s-o deserveasca, modele in
care prioritatea se atribuie prin clasificarea unitdtilor, modele in care unitatile sunt
alese pentru servire in mod intdmplator si modele in care servirea se face dupa
principiul “ultimul sosit, primul servit”.

Modelele cu mai multi serveri in paralel pot fi cu §i fard informatii asupra
situatiilor serverilor. Dacd ne gasim in situatia modelelor fard informatie atunci
unitdtile care sosesc in sistem formeaza siruri intamplatoare 1n fata serverilor. Aceste
situatii se studiazd ca procese Markov la care probabilitatile de trecere a sistemului
dintr-o stare in alta se calculeaza cu relatiile obtinute prin solutionarea ecuatiilor

Chapman-Kolmogorov.
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3. Aplicatii
3.1. Lucrarea de laborator nr. 1

Lanturi Markov timp discret

3.1.1. Consideratii teoretice

Cum s-a mentionat mai inainte, practica oferda numeroase exemple, in care
anumite valori caracteristice ale unui sistem, formand asa numitele stari discrete ale
sistemului, variaza o data cu timpul, astfel Tncét ele nu pot fi prevazute cu exactitate.
Un asemenea proces in care una sau mai multe valori caracteristice lui variaza aleator
in timp 1l numim “proces stochastic”.

Lantul aleator de tip Markov este un sir de variabile aleatoare care satisface
conditia lui Markov si anume: probabilitatea ca sistemul discret la momentul (k+1)

(deseori numitd si epocd sau perioadd), sd se gdseascd in starea discretd (i ,,),

conditionata de faptul ca sistemul s-a gasit respectiv la momentele 1,2,....k-1,k 1n
starile i ,i,...,i,, nu depinde decat de ultima stare, adica
P(x =i, /x, =i, X =i ,...x=0)=P(x,, =i,/x =1) .

Probabilitatea ca sistemul sa fie in starea i/ la momentul £, o vom nota

m (k)= P (x, =) o

0<m(k)<1, Y m(k)=1.
i=1
Probabilitatea ca sistemul sa treacd in starea j la momentul (k+1), stiind ca in
momentul precedent k el s-a aflat in starea i, adica probabilitatea conditionata
P(x,,=j/x, =i)= P> (ij=12,..,n)
poartd numele de probabilitate de trecere.
Un lant Markov este complet determinat dacd cunoastem: multimea starilor
discrete S = {s,,i = 1,7}, vectorul-linie al probabilitatilor de stare initiald si matricea

stochasticd a probabilitdtilor de trecere P = (p,-,-)a (ij=1,...,n),
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0<p,<LY p, =1

j=1
Relatia prin care determinam probabilitdtile de stare la momentul (k+1), cu
ajutorul probabilitatilor de trecere si a vectorului de stare corespunzator momentului

k, este descrisa de ecuatia Kolmogorov [9]:

m(k+1) =1 (K)p,, j=ly; k=012,

Dacad la fiecare stare j se va ataga o functie cost ¢ (k) de aflare a lantului DLM in

aceasta stare, atunci costul mediu de functionare a lantului este:

C(k)= le[cj (k) -7, (k)]

In fig. 3.1 este prezentat lantul Markov DLM1 ergodic (ireductibil si aperiodic),
iar in fig. 3.2 un alt lant DLM?2 neergodic (reductibil si aperiodic). Aceste lanturi sunt
redate fiecare de un graf orientat ponderat cu probabilitdtile de trecere respective si

conditiile initiale ale lui .

Fig 3.1. Lant Markov ergotic LMTDI.
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Fig 3.2. Lant Markov ergotic LMTD?2.

Deseori este necesar de a determina probabilitatea 7, (k) si costul mediu Cs, (k)

de aflare a lantului DLM la momentul % intr-o submultime de stari S, = S, astfel incat

S=8,U8,,8,nS, =0. Inacest caz 75, (k) = D 7, (k)siar C, (k)= 3.C,(k)-7,(k).

S/'ESB S»/'ESB
La determinarea acestor caracteristici este necesar de a folosi sistemul instrumental

OM pentru a calcula distributia probabilitatilor de stare nj(k), j=1,2,...,n; k=0,1,....K.

3.1.2. Scopul lucrarii
Studierea metodelor de redare, descriere, analizd a proprietatilor de comportare
ale lanturilor Markov timp discret (LMTD) si evaluare a caracteristicilor numerice de

performanta.

3.1.3. Ordinea indeplinirii lucrarii
Indeplinirea lucrarii prevede urmatoarele actiuni:

- pentru varianta formulata de profesor de construit graful lantului DLM;
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- de determinat matricea stochastica a DLM si de scris ecuatiile Kolmogorov;

- de elaborat algoritmul si programul de calcul numeric al repartitiei
probabilitatilor de stare la momentul £;

- de evaluat probabilitatea 7, (k)de aflare in S, si valoarea respectiva a costului
mediu Cs(k) si Cs (k) functie de durata functionarii DLM.

3.1.4. Prezentarea si sustinerea lucrarii

Lucrarea se prezinta in forma de referat si se sustine profesorului la calculator in
mod practic

Continutul referatului:

- foaia de titlu cu denumirea lucrarii;

- obiectivele lucrarii de laborator, scurte date teoretice;

- calcularea parametrilor respectivi ai DLM,;

- graficele varierii probabilitatilor de stare si a costului mediu in functie de durata
observarii DLM,

- concluzii.

3.1.5. intrebari si teme
- matricea stochastica a DLM,
- clasificarea starilor DLM;
- conditii de ergodicitate ale DLM;
- metode de redare a unui DLAM,
- ecuatiile Kolmogorov ale unui DLM,;

- metode numerice de solutionare ale ecuatiilor Kolmogorov.
3.2. Lucrarea de laborator nr. 2
Analiza sistemelor de asteptare multicanal

3.2.1. Consideratii teoretice
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Modelele fenomenelor de asteptare descriu sisteme si procese de asteptare cu
caracter de masi care intervin in diverse domenii ale activititii practice. In sistemul
SA exista un flux de cereri (clienti) pentru servire, numit flux de intrare, caracterizat
de numarul de cereri care intrd in sistem intr-o unitate de timp. Intr-un S4 exista
elemente care efectueazd serviciile, numite statii de servire sau servere. Pentru
servirea fiecdrei unitati (cereri), este necesar un timp oarecare, in cursul caruia statia
este ocupatd si nu poate servi alte unitdti. Durata servirii este intamplatoare
(aleatoare). Un model SA este descris complet prin formula lui Kendall de
urmatoarele elemente: fluxul de intrare, fluxul de asteptare, statiile de servire si fluxul
de iesire. Cu ajutorul fluxului de intrare putem determina modul in care sosesc
unitatile in S4. Presupunem ca intrarile (sosirile) in S4 sunt intdmplatoare si
independente, deci probabilitatea ca o unitate (cerere) sa vina in S4 este independenta
atat de momentul in care se produce sosirea, cat si de numarul de unitati existente deja
in sistem sau numarul de unitati ce vor veni. Probabilitatea, ca in intervalul de timp
(¢, t+Ar), t > 0, sa se produca o intrare in sistem, reprezintda numarul mediu de intrari
in unitatea de timp At si este egala cu 1/A, in ipoteza ca sosirile urmeaza un proces
Poisson de parametru A, (O0<A<oo). Sa presupunem ca >0 si sa notdm cu 7 ,t,,...,[ ,...
momentele succesive in care sosesc unitatile in sistem. Vom admite ca intervalele de

timp dintre intrarile consecutive 1 =1¢ -, {, =0, n = 1,2,3,... sunt variabile aleatoare

pozitive independente cu functia de repartitie:

F(x)=P(tr,<x), O0<x<ow, n=12,...

b

T, n = 1,2,.. fiind variabile aleatoare identic repartizate. Durata necesard pentru

servirea unei unitati se numeste durata de servire. Presupunem ca duratele de servire
sunt variabile aleatoare pozitive, identic repartizate, independente si, de asemenea,
independente de t,,7,,... Notand cu y_durata de servire a celei de-a n-a unitate, functia
de repartitie a duratei de servire este H(x)=P(y, <x),0<x<o. Intr-o problema de

asteptare se intlnesc urmatorii indicatori de performanta principali:
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T, - probabilitata stationara cd in S4 nu mai sunt unitati pentru a fi deservite.
(1), (respectiv 7.(1) ) - numirul mediu de unitati in SA (in sirul de asteptare) la
un moment #, care este valoarea medie a variabilei n (7), (respectiv n(1)).
7,,, (respectiv %) - durata medie de asteptare a unei unititi in SA.
Ultimii doi indicatori de performanta depind de legile serviciului si ale sosirilor, si

acestea vor fi determinati pentru fiecare model SA in parte.

3.2.2. Scopul lucrarii

Studierea metodelor de descriere si de evaluare a sistemelor de asteptare multicanal

elementare tip GI/G/k/n.

3.2.3. Ordinea indeplinirii lucrarii

Indeplinirea lucrarii prevede urmatoarele actiuni:
- pentru sistemul SA, descris de formula Kendall datd de profesor, de construit

graful ratelor de trecere ale lantului CLM,
- de scris ecuatiile Chapman-Kolmogorov ale CLM pentru SA considerat.

- de elaborat algoritmul si programul de calcul numeric pentru a determina

repartizarea probabilitatilor stationare de stare;
- de evaluat indicatorii numerici ai S4 pentru varianta definita de catre profesor si

de efectuat modificarile necesare, astfel incat 7, <7"s., unde este restrictia specificata

in prealabil.

3.2.4. Prezentarea si sustinerea lucrarii de laborator

Lucrarea se prezinta in forma de referat si se sustine profesorului la calculator in

mod practic
Continutul referatului:
- foaia de titlu cu denumirea temei lucrarii;
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- obiectivele lucrarii de laborator, scurte date teoretice;

- schema de servire si graful ratelor de treceri al lantului CLM,

- ecuatiile Chapman-Kolmogorov ale lantului CLM,

- schema-bloc, programul si rezultatele numerice ale indicatorilor de performanta
ai S4 in dependentd de numarul de serveri;

- concluzie.

3.2.5. intrebari si teme
- interpretarea formulelor Kendall ale S4;
- echilibrul static local al fluxurilor de probabilitate in SA4;
- functii de repartitii ale duratelor de intersosire si a duratei de servire a cererilor,
criteriile de clasificare;
- legea lui Little ce descrie durata medie de asteptare a unei unitdti in SA4;
- ecuatiile Chapman-Kolmogorov ale lantului CLM ce descrie functionarea SA4

specificata.

3.3. Lucrarea de laborator nr. 3

Analiza sistemelor de asteptare prioritare

3.3.1. Consideratii teoretice
Formarea sirurilor de asteptare si servirea cererilor in sistemul de asteptare de regula
se face dupi disciplina de servire FIFO. In unele cazuri, este nevoie de a asigura o alta
disciplind de formare a sirului de asteptare in dependentad de urgenta cererii, avand
astfel o prioritate de a fi servita.
In continuare vom presupune ci in sistemele de asteptare prioritatea cererii creste
odatd cu micsorarea indicelui clasei carei apartine aceasta cerere. Daca i<j, cererile cu

prioritatea i vor avea o prioritate mai inaltd decat cele cu prioritatea ;.
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Modelele cu prioritate se impart in modele ale SA: M. /M, /1 cu prioritate relativi
si cu prioritate absoluta.

Servirea cererii conform prioritatii relative presupune manifestarea prioritatii
numai in momentul eliberarii serverului si a selectarii cererii, care va fi deservita din
sirul de asteptare, adica va fi deservita cererea care are cea mai mare prioritate.

Fie dat un S4 cu r fluxuri de cereri ®,,k = 1,7 cu prioritatile respective de la 1 pana

la r. Fiecare flux®, este de tip Poisson cu rata A, (k = 1,...,r). Fluxul sumar, de

asemenea, este de tip Poisson cu rata A=) 4, . Vom presupune ca durata de servire a
k=1

cererii de prioritatea k are o distributie exponential-negativa cu parametrul p, si deci
durata medie de servire a unei cereri este egala cut = 1/u,.

In cazul cand la sosirea cererilor serverul este ocupat, in fata ei se formeaza r
siruri de asteptare si in sirul i plasandu-se cererile cu prioritatea i, (i = 1,...,7).

Factorul sarcina exercitat de catre fluxul ®, asupra sistemului S4 este p, =4,/ 4.

Vom nota

k
u, :Zpiai: 19}79 1ar 1/[0: 0.
i=1

T

Durata medie "~ de aflare a cererilor in sirul de asteptare cu prioritatea m este

determinatd de urmatoarea expresie [10]:
Py
_ k=1 Hb
" (1 - um—l )(l - um) ’

iar durata medie 7, de asteptare a cererilor in SA si numarul mediu de cereri Z din SA

al

este:

Al
Il
s
>
A

NgE
Rt

=~
ﬂ‘



- m o
L=)MA"71
q q
k=1
Sistemul SA cu prioritate absolutd presupune ca servirea cererii curente va fi
imediat intrerupta la sosirea unei cereri cu o prioritate mai inalta si astfel serverul va

incepe indata deservirea cererii celei din urma.

Durata medie 7, de aflare in sistem a cererilor cu prioritatea j este determinata de

urmatoarea expresie:

Stiind durata medie 7, =1/4; de servire a cererilor de prioritatea i, putem estima

durata medie de asteptare in sirul de asteptare respectiv: 7, =7, =T,

3.3.2. Scopul lucrarii
Studierea metodelor de descriere si de evaluare a sistemelor de asteptare

prioritare.

3.3.3 Ordinea indeplinirii lucrarii

Indeplinirea lucrarii prevede urmatoarele actiuni:

- pentru sistemul de asteptare cu prioritate, redat de catre formula Kendall SA:
M,/M. /1, de scris ecuatiile Chapman-Kolmogorov. De construit graful lantului DLM
ce descrie comportarea sistemului SA: Ms/M/1.

- de elaborat algoritmul si programul de calcul numeric pentru determinarea

repartizarii probabilitatilor stationare de stare ale acestui sistem S4.
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- de evaluat indicatorii de performantd numerici ai SA cu proiritate relativa si

. . - A A g —* —* . . . v A
prioritate absoluta, astfel incat 7, <7 ¢, unde T gm este restrictia specificata in

prealabil.

3.3.4. Prezentarea si sustinerea lucrarii de laborator
Lucrarea se prezintd in forma de referat si se sutine profesorului la calculator in
mod practic
Continutul referatului:
- foaia de titlu cu denumirea lucrarii;
- obiectivele lucrarii de laborator, scurte date teoretice;
- schema-bloc, programul si rezultatele numerice ale indicatorilor de performanta;

- concluzii.

3.3.5. intrebiri si teme
- disciplinele de servire ale cererilor in S4 cu mai multe clase de cereri;
- 84 prioritare multicanal;
- 84 cu pierderi ale cererilor;
- legea Little pentru fluxuri de cereri prioritare;

- graful ratelor de treceri ale lantului CLM pentru SA4 cu prioritati.

3.4. Lucrarea de laborator nr. 4

Analiza retelelor stochastice model Jakson

3.4.1. Consideratii teoretice

3.4.1.1. Retele stochastice deschise model Jackson.
In studiul sistemelor de calcul, retelelor de telecomunicatii si al retelelor de
calculatoare marimile fundamentale de interes decurg in considerarea cererii de
serviciu (oferta de apel) si a duratei de serviciu.
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Astfel, reteaua de calculatoare este un ansamblu de sisteme elementare. Fiecare
sistem este o entitate independenta si poate avea o maniera specifica de comportament
fatd de cererile de serviciu, fiind un sistem cu pierderi sau cu asteptare, cu servire
exponentiald sau cu durati constantd de serviciu, asa cum este expus in [2,10]. In cele
ce urmeaza se va prezenta modelul general in forma de retea stochastica discreta cu
subsisteme de asteptare (RS4) model Jackson, in care aceste sisteme pot coopera in
cadrul unui sistem global.

Structura retelei ce contine sistemele SA4. elementare i = 0,1,2,3,...,n se poate

reprezenta printr-un graf orientat, ponderat, ca in fig.3.3. Nodurile grafului sunt

sistemele S4. elementare componente. Ele se leagd prin jonctiuni indexate prin cate
doi indici (i) stabiliti in functie de sistemul SA. sursa a intercomunicatiei si de
sistemul SA4, de destinatie si reprezintd transferul de cereri (apeluri) in graf prin arcele

corespunzatoare (fig. 3.4). Se recomanda folosirea indicelui 0 pentru nodul sursd de

apel din orice retea.

Figura 3.3. Tranzitii intre noduri 1. Figura 3.4. Graf general al RSA

Un apel ce parcurge reteaua, de la nodul sursd pana la cel cdruia 1i este adresat,
este dirijat fie pe un traseu dinainte stabilit, corespunzator unor restrictii ferme, fie la
intamplare pe un traseu ales in momentul solicitdrii, in functie de conditiile
prezentate. Inseamna ca apelul trebuie sa traverseze mai multe noduri, in fiecare din
ele executand o alegere dirijata sau intdmplatoare a directiei urmatoare de parcurs.
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Exista in consecintd un transfer de apeluri de la un nod la altul, r, reprezentand

posibilitatea transferului unei unitati de prelucrare (apel) de la nodul i 1a nodul ;.

Dar, daca se considera intreaga retea, atunci posibilitatea ca in intervalul de timp
(t, T+At) sa soseasca un apel in nodul j este o combinatie liniara de coeficienti
constanti 7, ai tuturor probabilitatilor de iesire in (7, t+At) a unui apel din toate
nodurile i ale retelei (i = 0,1,2,...,n). Inseamni ca, pe ansamblul retelei, se poate forma

o matrice R de transfer:

R={r,} pentru ij=0,1,2,...,n, astfel incat 0 <7, < D =1

j=0
Deoarece daca un apel se afla in nodul i la momentul T, atunci este sigur ca la (t,
1+AT7) el va fi gasit intr-un nod j oarecare al retelei.

Este evident cad daca prin retea nu existd legdtura (i,j) atunci r, =0, 1ar daca apelul
din 7 nu poate evalua decat spre j atunci ry= 1.

Daca pentru un sistem elementar S4. se considera ca apelul i ce-l traverseaza au o
ratd medie A, atunci raportat la o suprafatd X de flux nul de probabilitati (fig. 3.4), se

obtine:

j=0 j=0
Ceea ce inseamna ca:
- fluxul total de apeluri receptionate de un nod oarecare i din retea (traficul total

receptionat) este compus din n fractiuni A, diferite:

A, :ikﬁ :i}\'j i
= =0

- fluxul total de apeluri transmise retelei de un nod oarecare i (traficul total

transmis) este compus din  fractiuni A, diferite:

}\’i :i}\'ji :i}\’i e
= =0
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Rezulta ca fluxul de unitéti prelucrate (cereri) ce traverseaza fiecare sistem S4. al

retelei RSA se poate calcula cu ajutorul ecuatiei matriceale 1n care:

A=A-R, A-D=0
Aici A = vectorul-linie a traficelor caracteristice nodurilor retelei, considerate ca
sisteme S4, elementare:
A= (Rph Al ).

- D = matricea dinamica a retelei:

D=R-I={d };
n
pentru i, j=0,7 cu Zd,-j =0, ceea ce inseamna ca:
j=0
i Tow
po| Moo Tl iy
7 r, Fyy —1

Relatia A.D=0 permite scrierea unui sistem de ecuatii lineare care admite

totdeauna o infinitate de solutii, dependente de un A, ales arbitrar pe langd solutia
banald (A=0). De regula, daca se precizeaza o anumita valoare pentru A, atunci se

obtine relatia de dependenta:
A=a -k, i=1n.
Se realizeaza chiar o clasificare a retelelor in raport cu valoarea lui A si anume:

- retele deschise, pentru care 4, # 0 ;

- retele inchise, pentru care ﬂo — O In acest ultim caz toate fluxurile se

stabilesc 1n raport cu un alt A arbitrar ales.
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3.4.1.2. Aplicatie

Fie o retea stochasticd RSA1 (fig. 3.5) in care nodul O este sursd si totodata
destinatie finald. Reteaua are doud noduri principale de transfer 1 si 2 si doud noduri
intermediare 3 si 4, care ar putea fi eventual inglobate in 1, respectiv in 2 ca etaje
suplimentare de asteptare.

Matricea R de transfer este precizata in fig. 3.6, elementele sale reprezentand de
fapt factorii de cointeresare intre abonatii conectati ca terminale intr-o asemenea retea
(se poate usor verifica faptul ca suma elementelor unei linii din matricea R este egala

cu unitatea):

Figura 3.6. Graful tranzitiei intre starile retelei
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0
0
0.5

0
0

00 03 0.7 0
1106 0 0 04
R=2/04 0 0.1 0
3;10 0 1 0
40 1 0 0
o1 2 3 4

Se cere a fi calculatd matricea A caracteristicd acestei structuri de retea.

Rezolvare. Pe baza datelor propuse matricea dinamica D, ce corespunde

transferurilor prin retea este:

-1 03 07 0

06 -1 0 0.4
D=04 0 -09 O

0 0 1 -1

0 1 0 0

0
0
0.5
0
-1

Fluxurile de intrare in nodurile retelei propuse se determind prin rezolvarea

urmatorului sistem de ecuatii liniare, sistem Tntocmit pe baza matricei dinamice D:

_7\10

0-2,
0-2,

032,
0.7-%,

Se poate usor calcula solutia:

+ 06-A, + 04-A, + 0-A, + O0:A, = O

- A 0-A, + O0OA, + A, =0

+ 0, - 09A, + A, + 0A, =0

+ 042, — OA, - A, + 0A, =0

+ 02, + 05%, + O0-A, = A, =0
31 41 62 41

A= 7‘0: — Ay, —— Ay Ay, ——-
35 35 175 70

.

Observatie. In situatia tuturor sistemelor SA, in echilibru static s-a stabilit ca

trebuie sa se foloseasca un raport subunitar intre traficul oferit A, i marimea ratei p, a

ratei grupului resurselor de prelucrare (serveri) [2,7,8].

Aceasta inseamnd cad pentru oricare dintre sistemele S4. ale retelei trebuie sa fie

indeplinita inegalitatea 0< p, = a4,/ <1, ceea ce conduce la impunerea unei conditii

obligatorii pentru stabilirea valorii fluxului sursei.
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Tindnd seama de expresia A, = a.)\, care precizeazd dependenta generald a

fluxurilor A, din noduri fatd de fluxul A al sursei, inseamna ca relatia de obligativitate

pentru a se obtine o retea stationara este:

0<A, <A™ = min{u’}.

(i) a.

1

In cazul in care aceasta relatie nu este verificata, adica 4, > 4,"", atunci este necesar

de a modifica numdrul de serveri £, in statia S4:M/M/k, astfel incat va fi verificata

relatia

A, <min By

@D\ a.
J

Pentru o retea RSA stationard caracteristicile numerice de performanta sunt
urmatoarele:

— Pi 5 : .
o Mgy = 1 lp ,i =L,...,n - numiarul mediu de cereri in sistemul SA;
1
2
n, = P: , i=1,...n . ) .
. " 1-p, - numarul mediu de cereri in sirul de asteptare al S4;
- = T =n/\
o Do = Ngy 1 A, Y

"7 (respectiv ) - durata medie de asteptare a

unei cereri in S4, (respectiv in sirul de asteptare);

n
o Negy = ZnSAi - numarul mediu de cereri in reteaua RSA4;
i=1

o Tpoy = Ny, /! Ay - durata medie de asteptare a unei cereri in reteaua RS4;

o (m)=~10-p,)- Pl-mai =L...,n; 720 probabilitatea stationard ca

momentul considerat in sistemul S4. se afla m_ cereri;
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o Tpg,(0) = H(l - p;) - probabilitatea stationard cd Tn momentul considerat in retea

i=1

RSA nu este nici o cerere;

n
o ey (m) = 7245,(0) - H,O,-m" - probabilitatea stationara ca Tn momentul considerat in
i=1

reteaua RSA se afla cereri, adica in acelasi moment in fiecare S4, sunt m, i=1,...,n,

cereri.
Deseori la analiza RSA se introduc unele restrictii temporale fatd de durata medie

de aflare a unei cereri (mesaj) in retea, ceea ce poate, de exemplu, fi redatd de relatia
— * .. — . —* . o A . .
Troa < Trey. AlCh Tig, = Npg, /4y, 1ar Tpgy este specificata in prealabil de beneficiar.

T A = . . - . = —*

In cazul in care aceasta relatie nu este verificata (adicd Trg, > Tpgy ) €Ste necesar
de a introduce unele modificari in ce constd numarul de serveri folositi Tn sistemul
SA}. sl anume:

. o * —k
- determinam N, = A * Try;

- calculam ng, =max{n,} sipentru fiecare S4,;=1,...,n modificim
’ (i)

n
no=h I T (numadr Intreg) pand cand vom obtine N > Z}nSAj .
J J i

SAj SA
. |4 1 - A : g :
ki = |—|1+——| (aici ]x[ - este numdr intreg al lui x) numarul de serveri (canale)
Hj sy

necesare pentru a obtine caracteristica temporala specificatda de beneficiar.

3.4.2. Scopul lucrarii
Studierea metodelor de descriere, elaborare a algoritmilor de functionare si de

evaluare a retelelor stochastice deschise cu sisteme de asteptare model Jackson.

3.4.3. Ordinea indeplinirii lucrarii

Indeplinirea lucrarii prevede urmatoarele actiuni:
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- pentru o retea RSA deschisd, model Jackson (conform variantei date), redata de
matricea de transfer R §i parametrii fluxurilor de intrare si de servire a cererilor
(clientilor) de construit graful lantului LMC in timp continuu, ce descrie comportarea
stabild a retele1 date;

- de scris ecuatiile de echilibru ale ratelor de probabilitdti pentru fiecare
macrostare a lantului LMC subiacent retelei RSA date;

- de elaborat algoritmii si programul de calcul numeric pentru determinarea
repartizarii probabilitdtilor stationare de macrostare;

- pentru varianta stabilitd de profesor, de evaluat indicatorii numerici de

performanta ai RS4, astfel incatz,,, <7,,,, unde 7., este durata medie de aflare a unei

cereri in retea, specificatd in prealabil.

3.4.4. Prezentarea si sustinerea lucrarii de laborator

Lucrarea se prezinta in forma de referat si se sustine profesorului la calculator in
mod practic.

Continutul referatului:

- foaia de titlu cu denumirea lucrarii;

- obiectivele lucrarii de laborator, scurte date teoretice;

- schema-bloc, programul si rezultatele numerice ale indicatorilor de performanta
a reteli RSA date.

- concluzii.

3.4.5. intrebari si teme

- ecuatiile Chapman-Kolmogorov ce descriu comportamentul retelei RS4;

- echilibrul static local si global al fluxurilor de cereri in RSA;

- legea lui Little pentru o retea RS4;

- functii de repartitii ale duratei de servire si clasificarea lor;

- retele RSA inchise model Norton;

- teorema BCMP pentru retele RSA.
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