Capitolul 5

Coduri grup - coduri Hamming

5.1 Breviar teoretic

Daca in capitolul precedent s-a pus problema codarii surselor pentru eficientiezarea unei transmi-
siuni ce se presupunea a nu fi perturbata de erori, de aceasta data ne adresam unei transmisiuni
in conditii de zgomot, cand mesajul transmis este modificat de erori. Cerinta este s se genereze
coduri capabile sa detecteze gi corecteze erorile aparute pe parcurs.

Operatii cu elemente ale multimii {0,1} Simbolurile ce intra in discutie nu pot lua decat
valori de 0 sau 1. Operatiile obignuite in acest caz se desfagoara conform tabelelor:

+1 0 1

0] 0 1

1 1 0
Tabela 5.1: Adunarea elementelor multimii {0, 1}.

0 1

0| 0 O

1 0 1

Tabela 5.2: Inmultirea elementelor multimii {0,1}.

Distanta Hamming Distanta Hamming intre doua cuvinte este egala cu numarul pozitiilor

in care cele doua cuvinte difera. De exemplu:

e distanta Hamming intre 0010101 si 1010101 este 1 intrucat difera doar simbolul de pe

prima pozitie.

e distanta Hamming intre 0010101 si 0000000 este 3 intrucét difera simbolurile de pe pozitile
3,58 7.
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Erori. Detectie si corectie Daca v este un cuvant (vector de simboluri) de cod valid, cuvant
care este transmis pe un canal cu perturbatii, iar € este vectorul perturbator, atunci v’ = v + ¢
este cuvantul receptionat. Dacéa perturbarea a fost cu o singura eroare, atunci cuvantul eroare
€ va avea un singur 1, pe poztia modificata si in rest 0.

Distanta Hamming intre cuvantul transmis si cuvantul receptionat este 1 (si este egala cu
numarul erorilor introduse. Daca toate combinatiile posibile cu k£ biti sunt considerate cuvinte,
atunci distanta minima intre cuvinte este 1.

In acest caz cand toate combinatiile posibile ale simbolurilor de informatie sunt cuvinte de
cod, iar in timpul transmisiunii apare o eroare atunci cuvantul receptionat va fi tot un cuvant cu
sens desi este gregit. De aceea daca se doreste detectia erorilor cuvintele de cod trebuie spatiate
(crescuta distanta intre ele). Acest lucru se realizeaza prin adaugarea simbolurilor de control.
Acestea sunt In numar de m, iar lungimea unui cuvant de cod este: n = k + m. Simbolurile de
control vor fi combinatii ale simbolurilor de informatie care vor fi transmise astfel de mai multe
ori, crescandu-se redundanta.

Pentru detectie a ey erori, distanta minima intre doua cuvinte de cod trebuie sa fie d,;, =
eq + 1; In acest mod, orice cuvant cu sens, ce ulterior va fi eronat, va fi plasat la o distanta
maxima ey si va conduce la un cuvant fara sens.

Pentru corectie distanta trebuie marita. Daca se doreste un cod cabapil sa corecteze e. erori
atunci distanta minima trebuie sa fie d;,;, = 2e. + 1; In acest fel, fiind dat un cuvant fara sens,
se poate identifica si cuvantul cu sens din care a provenit.

Identificarea erorii se face cu ajutorul simbolurilor de control. Daca un cod este capabil sa
corecteze 1 eroare, aceasta poate fi pe oricare din cele n pozitii ale cuvantului de cod. Pentru 2
erori, acestea pot fi in orice combinatie de n luate cate 2. Generalizand, daca sunt e, erori atunci
cazurile posibile sunt > ¢, C%. Avand m simboluri de control numairul cuvintelor construibile
cu acestea sunt 2"*. Daca retinem o pozitie pentru cuvantul corect iar restul sunt folosite pentru
identificarea erorilor atunci putem scrie relatia cunoscuta ca ”"marginea Hamming”:

2" —12>) Cj (5.1)
=1

Codarea Codarea presupune constructia cuvantului de cod pornind de la simbolurile de
informatie. Exista doua variante de codare:

1. Codarea v = G, unde v este vectorul asociat cuvantului de cod, i este vectorul asociat
cuvantului de informatie, iar G este matricea generatoare. Aceasta are k linii si n coloane.
Daca gi1,g2,...8k sunt liniile matricei G, iar i1,19,...4; sunt simbolurile de informatie
atunci relatia de codare se poate rescrie astfel:

v=1181 + 1282 + ... k8K (5.2)

De aici rezulta ca cuvintele de cod sunt toate combinatiile liniare ale liniilor matricei
generatoare.

2. Codarea Hv™ = 0, unde H este o matrice de m linii i n coloane ce este denumita matrice
de control. Pentru aflarea relatiilor de codare, In acest caz, se vor plasa simboluri de
control pe pozitiile corespunzatoare coloanelor matricei H avand un singur 1, si se va
rezolva sistemul rezultant, avand drept necunoscute simbolurile de control.
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Decodarea. Corectia erorilor Decodarea se face pe baza relatiei Hv? = 0. Daci v este
un cuvant cu sens (cuvant nealterat de erori) atunci inmultindul cu cu H se va obtine 0. Daca
rezultatul este nenul atunci sunt erori. In acest caz, daca circuitul functioneaza in regim:

1. detectie — atunci se va semnala existenta unor erori.
2. corectie — atunci se vor corecta erorile

Pentru corectia erorii se calculeazd sindromul s. Daca cuvantul receptionat este v/ = v + ¢
atunci
H = Hol' + He' =04 Hvl =5 (5.3)

Sindromul s identifica eroarea. Daca de exemplu exista o singura eroare, pe pozitia 2 atunci
sindromul va fi egal cu coloana a 2 a matricei H.

Odata identificate poztia erorilor (sau cu alte cuvinte identificat vectorul eroare) corectia se
obtine adunand 1 simbolurilor corecpunzatoare receptionate. Adica v = v’ + ¢.

5.2 Probleme rezolvate

1. [8] Un cod grup are matricea de control:

1
H=10
0

o = O
= O O

11
01
10

(a) Sa se determine numdrul de simboluri de informatie si numarul de simboluri de
control. Sa se determine proprietatile de corectie / detectie ale acestui cod. Acest cod
este perfect?

(b) Sa se calculeze matricea generatoare a codului.
(c
(d
(e

Sa se deduca relatiile de codare.

Sa se realizeze codarea atat cu matrice G cat st ¢ matricea H.

)
)
)
) Cuvdntul [11111] este cuvdnt de cod?. Sa se explice functionare decodorului in cazul

in care se receptioneazd acest cuvant.

Rezolvare:

(a) Parametrii codului : se stie ca matricea H are m (numarul de simboluri de control)
linii gi n (lungimea cuvantului de cod) coloane:

m=3,n=5=—k=2

Avand k simboluri de informatie numarul maxim de mesaje care se pot coda cu
acest cod sunt: 2¥ = 4 mesaje ale sursei Numirul de erori corectabile este de dat de
marginea Hamming (aceasta este o conditie necesara nu si suficientd):

€c
2" —12>) Cj
=1
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Membrul stang este: 2™ —1 =7.
Membrul drept este:

In cazul unei erori n = 5 < 2!
In cazul a 2 erori C! +C? > 7

— codul e corector de o eroare

Un cod corector de e, erori poate detecta eq = 2e. erori.Un cod capabil sa corecteze
ec erori are distanta minima d,,in = 2e. + 1 =eq + 1.
Codul nu este perfect (nu se obtine egalitate in marginea Hamming). Un cod perfect

are exact numarul de corectori necesari pentru a detecta orice varianta de eroare.

Matricea de control a codului este scrisa in forma canonica: H = [I,,Q]. Matricea
generatore (in form# canonicd) se poate obtine ca: G = [Q'I}].;

11
Q=101
1 0

. 1o o o110
:Q_L1J:“L@M_L1OOJ

Structura unui cuvant de cod sistematic presupune o separare a bitilor de control
de cei de informatie. Facand conventie ca biti de control corespund coloanelor din
H care au un singur 1 succesiunea simbolurilo intr-un cuvant de cod este: v =
[c1cacsiria). De fapt forma canonica a matricelor de control si generatoare impune
un cod sistematic.Relatiile de codare presupun aflarea modului in care se formeaza
bitii de control din bitii de informatie. Vom considera ca punct de pornire relatia
Hol =0

C1
1 0 0 1 1 Cc2 c1+ i1+ 29
<~ [0 1 0 0 0] [ez]|] = co + 19 =0
001 10 11 c3+ 11
22 ]

In baza 2 scaderea cu —x este echivalenta cu adunarea cu z. Adica:

c1 =11+ 12
co =19
c3 =11

Schema codorului este prezentata in figura [B.1E

Pentru a calcula cuvintele de cod avem doua variante: sa calculam relatiile de codare
folosind matricea H sau sa calculam cuvintele de cod folosind direct matricea G:

v =1iG
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el:

< |v1|"2|“'3|v4|"5|

Figura 5.1: Codorul. Schema logica urmareste relatiile de codare. Fiecare simbol este stocat
intr-o celula a unui registru de deplasare; la fiecare tact, o celuld comunica valoarea celulei
din stanga sa. Dupa formarea cuvantului de cod intrarile (biti de infomatie) sunt blocate si
continutul este varsat la iegire sub forma unui tren de impulsuri.

Un cuvant de infomatie conine doua simboluri: ¢ = [aﬂ} . Matricea generatoare poate

g1
92

scrisa pe linii G = . Atunci relatia de codare devine:

V =iG = [af] lgj = agi + 9>

In acest caz cuvintele de cod sunt:

a | B | vag = agr + Bga
0/0[00000
0[1]11001
11010110
1/1]01111

Tabela 5.3: Cuvintele de cod

Se poate observa ca ponderea minima a unui cuvant de cod este 3.

(e) Cuvantul receptionat este: v' = [11111] Consideram corectorul:

1
1001 1] |1 1
HvT=10 1 0 0 0| |1| =2z= [0] #£0
0011 0f]1 0

1

Fiindca corectorul este nenul exista erori. Atunci se poate spune:

e daca decodorul functioneaza in regim de corectie este capabil sa corecteze o eroare
(orice varianta de eroare). Eroare este pe pozitia 1.Pozitia erorii se determina
prin identificare coloanei din matricea de control H egala cu corectorul calculat z.
Acelagi lucru se constata si daca se compara cuvantul eronat cu cuvintele cu sens
determinate in tabelul 53. In acest caz cuvintul cu sens este v = [01111]. Daca
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cuvantul receptionat contine doua erori atunci corectorul da informatii gresite.
Sa consideram alt exemplu :

v=[10110] £=[00011] ' =uv+¢e=10101

Corectorul calculat este:

Ho'l =

O O =
o = O
— o O
=
O O =

0
=z= 10
1

= o = O =

Adica eroare este pe pozitia 3 si deci cuvantul cu sens este v=[10001]. Ceea ce
nu este adevarat. Un cod corector de o eroare nu poate corecta doud erori

e daca decodorul functioneza in regim de detectie, fiindca corectorul este nenul
insemand ci existd erori. In regim de detectie nu se poate spune nimic despre
numarul si pozitia erorilor. Daca exista mai multe erori decat codul poate detecta,
se obin aberatii. De exemplu pentru un cuvant eroare ¢ = [11001] si pentru
cuvantul cu sens v = [11001] se obtine alt cuvant cu sens si, deci nu se detecteaza
nimic. Adicd un cod detector de 2 erori nu poate detecta trei erori.

2. [8] Cele 6 simboluri generate de o sursa sunt transmise pe un canal binar cu perturbatii
folosind un cod Hamming grup corector de o eroare.

(a) Sa se determine numarul de simboluri de informatie, de control si lungimea cuvintelor
de cod. Codul este perfect?

(b) Sa se scrie matricile de control si generatoare a codului? Codul este sistematic?
(¢) Sa se scrie cuvintele de cod i sa se determine ponderea minimd a acestora.

(d) Sa se explice ce se intamplda daca intr-un cuvint receptionat apar doud erori, pe
pozitiile 1 g1 2.

Rezolvare:

(a) Cele 6 simboluri pot fi reprezentate folosin k biti de informatie:
2" > 6= k=3

Marginea Hamming pentru un cod corector de e. = 1 erori este:

2" —1>n=m+k=m+3
2" —4>m
= m=3
n=k+m=256

Dat fiind ca nu isi atinge margine (nu avem egalitate) codul nu e perfect.
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(b) Matricea de control a unui cod Hamming se obtine codand pe fiecare coloana indicele
ei in baza 2:

H=1|hy ha hs hs hs hg

= o O
o = O
= = O
o O =
[ St

1
1
0

Daca facem conventia ca plasam simbolurile de control pe pozitiile corespunzatoare
colanele matricei de control care contin un singur unu, cuvantul de cod este de forma:

v = [Clcgilcgigig]

In acest caz, codul nu e sistematic.

c3 + iz + i3
= |cg+11+1i3| =0
c1+ 11+ 19

= o O
o = O
= = O
o O =
_ O =
O = =

01:i1+i2
co =11 +13
c3 =iz + 12

Se poate arata foarte usor ca pe linii G are cuvinte de cod.

g1
v=1iG = [Zd io i3} g2 | = 1191 + 1292 + 1393
g3

i1 =0;iy = 0;i3 = 1 => v = g3 = [010101]
iy = 0;ig = 1;i3 = 0 => v = go = [100110)]

11 =1;19=0ji3=0=—=v=g9; = [111000]

111000
G=|(0101 01
100110

Alte cuvinte de cod sunt:
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i1 = 0,i3 = 0,43 = 0 = v = [000000]
i1=0,i3 =0,i3 =0= v = g1 + g2 + g3 = [101011]
i1 =1,iy=1,i3=0=> v = g + go = [110011]
i1 =0yis=1,i3 =1 => v =gs + g3 = [011110]
i1 =1,ip=0,i3 =1 = v = g1 + g3 = [101101]

£ = [110000]
0
Hel = |1| #0
1

Dat fiind faptul ca corectorul este nenul, se poate spune ca:

e Daca functionarea este in regim de corectie se hotaraste ca eroarea este pe pozitia
3. Gregeala se datoreaza aparitiei a doua erori cand codul poate corecta numai
una. Pentru a corecta doua erori este necesar ca suma a oricare doua coloane a
lui H sa aiba rezultat diferit. Aici:h; + ho = hg.

Daci corectorul obtinut era z = [111]7, care este diferit de orice coloana a lui H,
inseamna ca au fost doua erori: fie pe pozitiile 1 si 6, fie pe 2 si 5. Acest fenomen
se datoreaza faptului ca codul nu e perfect.

e Daca functionarea este in regim de detectie se depisteaza aparitia unor erori.

5.3 Probleme propuse

1. [7] Se considera o sursa de informatie avand un alfabet de dimensiune ¢ = 15 simboluri
echiprobabile.

(a) S& se determine parametrii k,m,n ai unui cod bloc Hamming corector de erori sin-
gulare.

Sa se scrie matricea H de control a codului.

Sa se precizeze structura cuvantului de cod.

Codul este sistematic? De ce?

Sa se efectueze codarea utilizand matricea H de control a codului.

Sa se scrie matricea G generatoare a codului.

Sa se verifice prin calcul direct relatia de ortogonalitate intre matricile H si G.
Sa se efectueze codarea utilizand matricea G generatoare a codului.

Sa se deseneze schema codorului si sd se explice functionarea sa.

Séa se scrie toate cuvintele de cod.

Sa se efectueze codarea Hamming sistematica extinsa cu matricea Heys a vectorului
informational avand nenule doar primul si ultimul simbol.
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Sa se scrie matricea generatoare de cod sistematic exting Gegy.

Se considera cuvantul de cod extins avand simbolul de control a paritatii eronat. Sa
se scrie vectorul eroare extins. Sa se calculeze vectorul corector (extins).

Sa se scrie vectorul eroare pentru eroare dubla, de simboluri informationale consecu-
tive In partea centrala a zonei informationale a cuvantului de cod sistematic.

Sa se scrie corectorul extins pentru eroarea dubla de mai sus si sa se explice utilizarea
sa.

2. [7] Un numar de 20 simboluri se transmit pe un canal cu perturbatii utilizand cod Hamming

grup corector de o eroare.

Sé se determine numarul simbolurilor de informatie k, al celor de control m si
lungimea n a fiecarui cuvant de cod.

Sa se scrie matricea de control a codului H.

Sa se scrie formele canonice ale matricei de control.
Sa se scrie formele canonice ale matricei generatoare.
Sa se deduca matricea generatoare.

Sa se scrie toate cuvintele de cod.

Sa se stabileasca expresia corectorului pentru cazul ca se eroneaza pozitia 4 din
cuvantul de cod.

Sa se explice ce se intampla daca intr-un cuvant de cod se eroneaza pozitiile 2 gi 7.

Sa se stabileasca schema codorului.

3. [8] Se da matricea de control a unui cod grup:

=

Il
S O O O o O
o O O o o~ O
O O O O = O O
O O O = O O O
oo~ OO0 oo
o~ oo o oo
_ o O O O o o
(O <o S S N S R Y
— = == O O O
O O O = ===

Sa se determine numarul de simboluri de control, numarul de simboluri de informatie,
lungimea cuvintelor de cod, numarul de simboluri ce pot fi transmise cu acest cod si
numarul de erori ce pot fi corectate. Codul este perfect? Codul este sistematic?

Sa se precizeze structura cuvintelor de cod si sa se scrie ecuatiile de codare.
Sa se determine matricea generatoare a codului.

Sé se calculeze corectorul si sd se explice decizia luata la decodare dacda se
receptioneaza un cuvant eronat pe pozitiile 2 si 37
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4. [4] Fie matricea de control

0
H=|0
1

S = O
—_ = O
_ o =

1
1
1

o O =
S = =

(a) Aratati ca, prin transformari elementare, aceasta matrice poate fi adusa la forma
H' = [I3Q).
(b) Aratati ca respectivele transformari pot fi astfel alese incat proprietatile de detectie

si corectie a erorilor sa ramana aceleasi.

(c) Sa se determine simbolurile de control in functie de cele de informatie atat pentru
matricea H cat si pentru matricea H'.

5. [4] Considerand matricea

as

Il
= o O
S = O

01111
100 11
1 01 01
sa se determine matricea generatoare G = [PIj] si sa se realizeze codarea dupa aceasta.

6. [4] Se considera un cod cu n =6 gi k = 3 a carui matrice de control este:

aY

I
o O =
o = O
—_= o O
O ==
=
= = O

(a) Codul este sau nu perfect?

(b) Ce decizie de ia pentru un corector cu valoarea 2* = [010]? Dar pentru z* = [111]
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